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Introduzione

Queste note offrono un supporto per alcune parti del programma delle Esercitazioni del corso di
Analisi Matematica 2 (Corso di Laurea Triennale in Matematica Applicata). In particolare esse non
sono intese per sostituire il libro di testo [1] adottato per tale corso o le lezioni di teoria. Nelle
appendici sono contenuti alcuni utili suggerimenti per affrontare le prove di Analisi Matematica 2
per il Corso di Laurea in Matematica Applicata dell’Universita di Verona. Non intendono sostituire
né lo studio sui testi, né la frequenza a lezioni ed esercitazioni. Non si pud neppure pensare ad esse
come ad un formulario buono per affrontare con successo qualsiasi esercizio possa capitare allo scritto:
il fattore umano rimane fondamentale, e ci0 significa, in ogni momento, capire e rendersi conto di
quello che si sta facendo e del motivo per cui lo si fa. Si prega di segnalarmi per e-mail eventuali
errori o inesattezze.

Antonio Marigonda
Ultimo aggiornamento del 18 gennaio 2021.






CAPITOLO 1

Lezione del giorno mercoledi 7 ottobre 2020
Cenni di topologia generale (Durata 2"30')

I nostri riferimenti per questa lezione sono [3, Cap. 6,10,12] e [4, Sezione II.4].

DEFINIZIONE 1.1 (Topologia). Siano X un insieme, T una collezione di sottinsiemi di X. Diremo
che T & una topologia su X se:
e VecTteXeET
e se {A)},en € una famiglia finita o infinita di elementi di 7, allora A := U A, €T
AEA
e se {Ay,.., Ay} € una famiglia finita di elementi di 7, allora A :== A1 N..N A, € T.

La coppia (X, T), con T topologia su X, prende il nome di spazio topologico.

DEFINIZIONE 1.2 (Insiemi chiusi, insiemi aperti, intorni). Sia (X, T) uno spazio topologico. Dire-
mo che
e A C X eaperto se e solo se A € T, ovvero un insieme & aperto se e solo se appartiene alla
topologia;
e C C X e chiuso se e solo se X\ C € 7, ovvero un insieme & chiuso se e solo se il suo
complementare e aperto;
e dati V C X e x € X, diremo che V e un intorno di x se e solo se esiste A € Ttalechex € Ae
A C V, ovvero un insieme ¢ intorno di un punto dato se e solo se contiene un aperto cui il
punto appartiene.
L'insieme
F(x):={V CX: Veunintornodix}
e chiamato filtro degli intorni di x: osserviamo che,
(1) datill,VC X,seV € F(x)eV C U, alloraU € F(x),
(2 UNV e F(x).

Ricordiamo le leggi di De Morgan: data un’arbitraria famiglia {Bg}c; di sottoinsiemi di un insie-
me X, si ha

X\ JBg=[)(X\Bpg), X\ () Bs = |J(X\ Bp).
peJ peJ e peJ
Grazie ad esse, € possibile definire in modo equivalente la topologia elencando le proprieta degli
insiemi chiusi.
TEOREMA 1.3 (Proprieta dei chiusi). Sia (X, T) uno spazio topologico. Allora

e e X sono chiusi;
e intersezioni arbitrarie di chiusi sono chiuse: se {Cy} rca & una famiglia finita o infinita di chiusi di
X, allora C := () C, & chiuso di X;
AEA
e unioni finite di chiusi sono chiuse: se {Cy, ...,Cp } ¢ una famiglia finita di chiusi di X, allora C =
Cy U...uUC,, e chiuso.

DIMOSTRAZIONE. Esercizio. Si usino le leggi di De Morgan. ]

DEFINIZIONE 1.4 (Chiusura, interno, frontiera). Sia (X, T) uno spazio topologico, E C X.

3



4 1. Cenni di topologia generale

e Esiste almeno un chiuso che contiene E, ovvero X stesso, pertanto la famiglia dei chiusi che
contengono E non e vuota. Definiamo la chiusura di E come 'intersezione di tutti i chiusi di
X contenenti E, ovvero

E:= ﬂ{C C X: C 2 E, C chiuso}.

Essendo un’intersezione di chiusi, la chiusura di E € un chiuso ed ¢ il pit piccolo chiuso di
X contenente E, nel senso che se C & un chiuso e C O E allora C D E. Un’altra scrittura usata
per E & clx(E). I punti di E sono detti punti aderenti di E.

e Esiste almeno un aperto contenuto in E, ovvero @, pertanto la famiglia degli aperti contenuti
in E non e vuota. Definiamo l'interno di E come 1'unione di tutti gli aperti di X contenuti in
E, ovvero

E:=|J{AC X: ACE, Aaperto}.

Essendo un’unione di aperti, I'interno di E & un aperto ed e il pit1 grande aperto di X conte-
nuto in E, nel senso che se A & un apertoe A C E allora A C E. Un’altra scrittura usata per
E ¢ intx(E). I punti di E sono detti punti interni di E.

e Definiamo la frontiera di E come l'insieme dei punti di X che non appartengono né all’interno
di E né all’interno del complementare di E, ovvero

er(E) = X\ (intx(E) U il’ltx(X \ E)) .
Altre scritture usate per indicare la frontiera sono dE o bdry(E). Essendo complementare di
un’unione finita di aperti, 0E & un chiuso.
ESERCIZIO 1.5. Sia (X, T) uno spazio topologico, E1, E; C X. Si provi che

(1) SeEy C EysihaEy C EreEy C Es.
(2) SihaElLJEz:ElUEZO. .
(3) Siha intx(E1 N E2) = E1 N Ej.

SVOLGIMENTO.

(1) Si ha E; € E; C E, quindi E; & un aperto contenuto in E;, ma allora E; € E,. Siha
E; C E; C E,, quindi E; & un chiuso contenente E; ma allora E; C E,.

(2) Linsieme E; U E; & chiuso perché unione finita di chiusi, inoltre contiene sia E; che E, per-
tanto contiene E; U E; e quindi EiUE, D E{UE,. D’altra parte, E; U E; € un chiuso che
contiene E1, quindi deve contenere anche Ej, e poiché contiene anche E,, deve contenere E.
Ma allora E; U E; 2 E; U E; e quindi vale 'uguaglianza.

(3) Analogo al precedente.

ESERCIZIO 1.6. Sia (X, T) uno spazio topologico, E C X. Si provi che

(1) frx(E) =ENX\E,

(2) p € frx(E) se e solo se ogni intorno di p contiene puntidi E e di X \ E,
(3) intx(E) := {x € X : Eeintornodi x},

(4) ENOE = Q.

SVOLGIMENTO. Siha che C = X\ A & un chiuso contenente X \ E se e solose A = X\ C & un
aperto contenuto in E, pertanto

E= |J A= |J x\Cc=X\ (] C=X\X\E

A aperto C chiuso C chiuso
ACE COX\E COX\E
X\E= () C= () x\A4=X\ |J A=X\L
C chiuso A aperto A aperto
CDOX\E ACE ACE

Ragionando in modo analogo e sostituendo X \ E ad E e viceversa, si ottiene intx(X \ E) = X\ E e
E =X \intx(X\ E).



1. Cenni di topologia generale 5

(1) Per le Leggi di De Morgan, si ha
frx(E) = (X \intx(E)) N (X \intx(X \ E)) = X\ ENE.

(2) Sia p € frx(E), U intorno di p. In particolare, esiste V aperto tale che p € V C U. Per
provare la tesi & sufficiente mostrare che VNE # @e VN (X \ E) # @. Supponiamo per
assurdo che VN (X \ E) = @. Ma allora V C E, pertanto V sarebbe un aperto contenuto in
E. Per definizione, si avrebbe allora V C E, perché ogni aperto contenuto in E € contenuto
nell’interno di E. Quindi, poiché p € V C E si avrebbe p < E, assurdo per definizione di
frontiera. Similmente, se VN E = @ si avrebbe V C X\ Edacuip € V C intx(X \ E),
assurdo. Pertanto VNE #®e VN (X\E) # Q.

Supponiamo viceversa che ogni intorno di p contenga sia punti di E che di X \ E. In
particolare, ogni aperto contenente p conviene punti sia di E che di X \ E. Supponiamo per
assurdo che p € E. Ma allora E sarebbe un aperto contenente p e quindi dovrebbe contenere
punti di X\ E. Tuttavia E C E, quindi non pud contenere punti di X \ E, assurdo. In
modo analogo, se p € intx(X \ E), sarebbe necessario che intx (X \ E) contenesse punti di E,
assurdo. Pertanto p ¢ intx(E) e p ¢ intx(X \ E), da cui p € 9E.

(3) Poniamo U = {x € X : Eeéintornodix}. Dato x € U si ha che esiste un aperto V, tale
che x € Vy e Vy € E. In particolare x € E, quindi U C E. Osserviamo inoltre che se per
ogniy € Vysihachey € V, C E, quindi E ¢ intorno di y per ogni y € V. Ma allora
Vy C U per ogni x € U. Quindi U Vy C U. D’altra parte per ogni x € Usihax € Vye

xel
quindi U C U V. In conclusione, U = U V. Pertanto U & aperto perché unione di aperti.
xel xel
Essendo un aperto contenuto in E si ha U C E. D’altra parte, sia V un qualunque aperto
contenuto in E. Per ogni elementoy € Vsihay € V C E, quindi E & intorno di y. Percio
y € U. Quindi V C U. Essendo U aperto contenuto in E e contenente ogni altro aperto
V C E siha che U ¢ l'interno di E.

(4) sia per assurdo p € ENQE. In particolare E & un intorno di p € 9E, quindi dovrebbe

contenere punti di X \ E ma cio6 & assurdo perché £ C E.

DEFINIZIONE 1.7 (Densita). Siano F, G sottoinsiemi di uno spazio topologico (X, 7). Diremo che
Feédensoin Gse F D G.

ESERCIZIO 1.8. Sia (X, T) uno spazio topologico, E, F, G C X. Si provi che

(1) un punto p € X non appartiene a E se e solo se esiste un intorno di p in X disgiunto da E.
(2) un punto p € X appartiene a E se e solo se per ogni intorno U di pin Xsiha UNE # @;
(38) F e denso in G se e solo se ogni intorno di ogni punto di G contiene punti di F.

SVOLGIMENTO.

(1) Si e visto come X \ E = intx(X \ E). Quindi p ¢ E se e solo se p € intx(X \ E). Supponiamo
che p ¢ E. Allora A = intx(X \ E) & un intorno aperto di p, inoltre A C X \ E, quindi
ANE =@, epertanto A e disgiunto da E. Viceversa, supponiamo che esista un intorno V di
p tale VN E = @. Allora esiste un aperto A talechep € Ae A C V,quindi ANE = @. Ma
cio implica A C X \ E, pertanto p € A C intx(X \ E) = X \ E, come voluto.

(2) I'asserto e equivalente a quello del punto precedente.

(3) Si deve provare che G C F. Dato quindi un punto p € G, esso appartiene a F e quindi per
il punto precedente ogni suo intorno contiene punti di F. Viceversa, se ogni punto p € G
possiede un intorno in cui cadono punti di F, allora p € F, sempre per il punto precedente,
equindi G C F.

DEFINIZIONE 1.9 (Confronto di topologie). Siano (X, 11) e (X, T2) due spazi topologici sopra lo
stesso insieme X. Diremo che 7; e piil fine di T2 se 71 2 T, diremo che e strettamente piu fine se tale
inclusione é stretta. Le due topologie si dicono equivalenti se 7 = 1.
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ESERCIZIO 1.10. Sia X un insieme. Si provi che un’intersezione finita di topologie su X ¢ una
topologia su X.

ESEMPIO 1.11 (Topologia banale e topologia discreta). Sia X un insieme. Poniamo 7y = {@, X}
topologia banale e o = {A : A C X} topologia discreta. Tali insiemi sono topologie su X e sono
rispettivamente la meno fine e la piu1 fine topologia che si possa mettere su X.

DEFINIZIONE 1.12 (Punti di accumulazione e punti isolati). Sia (X, T) uno spazio topologico,
E C X. Allora
e p € X si dice di accumulazione per E in X se in ogni intorno di p in X cadono punti di E

distinti da p. Equivalentemente, p & di accumulazione per Ein X sep € E\ {p}.
e dato un punto g € E, se esso non & punto di accumulazione per E si dira punto isolato di E;
e un sottoinsieme i cui punti siano tutti isolati si dice discreto.

L'insieme dei punti di accumulazione di E prende il nome di derivato di E e si indichera con Der(E).

ESERCIZIO 1.13. Sia (X, T) uno spazio topologico, E C X. Si provi che

(1) E = EUDer(E), ovvero la chiusura di E & data dall’'unione di E con I'insieme dei punti di
accumulazione di E;

(2) E = EUOE, ovvero la chiusura di E & data dall’unione dell’interno di E con la frontiera di E;

(3) E e chiuso se e solo se contiene tutti i suoi punti di accumulazione, ovvero se e solo se
E D Der(E);

(4) ogni insieme privo di punti di accumulazione é chiuso,

(5) OE=E\ E.

SVOLGIMENTO.
(1) Per ogni p € X si ha che E & un chiuso contenente E \ {p}, quindi E D E \ {p}. Quindi se p
¢ di accumulazione, allora p € E. D’altra parte EDE, e pertanto la chiusura di E contiene
I"'unione di E con l'insieme dei punti di accumulazione di E.

Viceversa, preso un punto p appartenente ad E o un punto di accumulazione di E, in ogni

suo intorno cadono punti di E (per definizione se p & di accumulazione, oppure p stesso se
p € E), e quindi p € E. Quindi anche I'inclusione opposta ¢ verificata e vale l’uguaghanza

(2) Un punto p € E se e solo se in ogni suo intorno cadono punti di E. Se p € E allora ogni
intorno di p contiene punti di E, ad esempio p stesso (perché E C E). Se invece p € 9E, per
definizione in ogni suo intorno cadono punti di E (e anche di X \ E). Quindi E 2 E UJE.
Supponiamo viceversa che p ¢ E UJE. In particolare, esiste un intorno di p interamente
contenuto in E o interamente contenuto in X \ E. Nel primo caso si avrebbe p € E, assurdo,
pertanto esiste un intorno di p contenuto in X \ E, ma allora p € intx(X \ E), e quindi p ¢ E.

(3) E & chiuso se e solo se coincide con la sua chiusura. Pertanto, E = E = EU Der(E), e quindi
E e chiuso se e solo se l'insieme dei punti di accumulazione e contenuto in E.

(4) Ovvio dai precedenti.

(5) SihaE\ E = (EUQE) \ E = 9F \ E = 9E perché ENJE = @.

Un’enumerazione completa di tutti gli aperti di un generico spazio topologico e spesso impossi-
bile. A tal proposito spesso si individua una particolare classi di aperti in grado di ricostruire I'intera
topologia.

DEFINIZIONE 1.14 (Base di una topologia). Sia (X, T) uno spazio topologico. Diremo che B C T

€ una base per la topologia T se ogni aperto di T pu0 essere scritto come unione di elementi di B. Se
B € una base per 7, si dira anche che B genera 7.

Ci si puo porre anche il problema inverso: data una collezione B di sottoinsiemi di X, quali
proprieta deve avere affinché esista una topologia 7 su X tale che B ne sia una base?

PROPOSIZIONE 1.15 (Proprieta delle basi). Sia X insieme e sia data una collezione BB di sottoinsiemi
di X. Allora B e base per una topologia su X se e solo se dati A,B € Bex € AN B esiste C € B tale che
x € CeC C AN B. Gliaperti di tale topologia sono X, @ e le unioni arbitrarie di elementi di 3.
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DEFINIZIONE 1.16 (Funzioni continue). Siano X, Y spazi topologici, f : X — Y & continuaina €
X se e solo se per ogni intorno V di f(a) si ha che la controimmagine f (V) := {x € X : f(x) € V}
e intorno di a in X. Se f € continua in ogni punto di X, diremo che & continua in X.

DEFINIZIONE 1.17 (Compattezza). Sia (X, T) uno spazio topologico. K C X. Un ricoprimento

aperto di K & un sottoinsieme .4 C 7 tale che K C U A. Diremo che K & compatto se per ogni

AeA
ricoprimento aperto A di K esiste A" C A tale che A’ abbia un numero finito di elementi e sia un

ricoprimento aperto di K.

TEOREMA 1.18 (Weierstrass). Data una funzione continua f : X — Y, l'immagine di un compatto di
X e un compattodi Y.

DIMOSTRAZIONE. Sia K un compatto di X, e sia .A un ricoprimento aperto di f(K) := {f(x) :
x € K}. Per ogni A € A, si ha che f~1(A) & un aperto di x perché f & continua. Inoltre la famiglia
{f"Y(A) : A € A} & ricoprimento aperto di K, perché A & ricoprimento di f(K), quindi per ogni
x € Kesiste A, € A tale che f(x) € Ay. Per compattezza di K, esiste un insieme finito A’ tale
che {f71(A) : A € A’} sia ricoprimento aperto di K, ma allora A’ & ricoprimento aperto di f(K).
Pertanto f(K) & compatto. O

DEFINIZIONE 1.19 (Assiomi di separazione). Lo spazio topologico (X, T) & detto:

(1) To se per ogni coppia di punti x,y € X esiste un intorno di x non contenente y oppure un
intorno di y non contenente x (la topologia distingue i punti);

(2) Ti se per ogni coppia di punti x,y € X esistono due aperti Ue V talichex € Uey & Ue
y € Vex ¢ V (i punti sono chiusi);

(3) T» odi Hausdorff o separato se per ogni coppia di punti x, y € X esistono U e V aperti disgiunti
conx € Uey € V (punti distinti possiedono intorni disgiunti).

EsEmMPIO 1.20.
(1) Siproviche R dotato della topologia per cui gli aperti sono @, Re {x € R : x > d} al variare
did € R & uno spazio Tp ma non T7.
(2) Siproviche R dotato della topologia per cui i chiusi sono @, R e tutti i sottinsiemi finiti di IR
€ uno spazio Ty ma non T5.

DEFINIZIONE 1.21 (Convergenza di successioni). Sia (X, T) uno spazio topologico, ¢ € X. Dire-
mo che la successione {xy }xen di X converge a £ se per ogni V intorno di ¢ esiste ny € IN, ny > 0 tale
che x, € V per ogni n > ny. In tal caso scriveremo x,, — ¢ oppure, se lo spazio e separato,

lim x, = 4.

n—oo
E importante osservare che se lo spazio non e di Hausdorff, la stessa successione potrebbe avere
diversi limiti.

DEFINIZIONE 1.22 (Topologia indotta). Se (X, T) & spazio topologico e D C X & un sottinsieme di
X, esso riceve una naturale struttura di spazio topologico nel modo seguente: posto 7jp = {AND :
A € 7}, la coppia (D, 7)p) & spazio topologico. Si dira che 1) ¢ la topologia indotta da X su D. Gli
aperti di 7jp sono intersezioni di aperti di X con D, e se B ¢ base per la topologia di X, l'insieme
Bp ={BND: B € B} &base per la topologia indotta.

ESERCIZIO 1.23. Siano (X, 7x) e (Y, 7y) due spazi topologici, f : X — Y una funzione. Si provi
che:
(1) f & continua in X se e solo se la controimmagine di ogni aperto e aperta;
(2) f e continua in X se e solo se la controimmagine di ogni chiuso ¢ chiusa;
(3) in generale non & detto che se U ¢ aperto di X e f & continua si abbia f(U) aperto;
(4) in generale non & detto che se C ¢ chiuso di X e f & continua si abbia f(C) chiuso.

DEFINIZIONE 1.24 (Intervalli di R). Siano a4,b € R, a < b. Definiamo i seguenti insiemi:
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Vintervallo aperto |a,b:= {x e R: a < x < b};
Vintervallo chiuso [a,b] == {x e R: a < x < b};
Vintervallo |a,b] == {x e R: a < x < b};
Vintervallo [a,b[:= {x e R: a < x < b};
Vintervallo degenere chiuso [a,a] := {a};
V'intervallo degenere aperto |a, a[:= @;

la semiretta aperta illimitata superiormente |a, +-o00[:=
la semiretta aperta illimitata inferiormente | — co,a[:= {x € R: x < a};
la semiretta chiusa illimitata superiormente [a, +oo[:= {x € R: x > a};
la semiretta chiusa illimitata inferiormente | — o0, a] := {x e R: x < a};
la retta reale | — 0o, +oo[:= R;

Dato x € Rer > 0, chiameremo

(1) intervallo aperto centrato in x di raggio r I'intervallo |x — 7, x + r[;

(2) intervallo chiuso centrato di x di raggio r I'intervallo [x —r, x +r].
Si noti che talvolta gli intervalli aperti in letteratura vengono indicati con (a, b), oppure con (a, +o0).
Il contesto e fondamentale per capire se con la scrittura (a, b) si intenda l'intervallo reale |a, b[ oppure
il punto (a,b) € R,

{xeR: x>a};

[:
[:
[:
]

DEFINIZIONE 1.25 (Topologia usuale di R). La famiglia Bg = {]a,b[: a,b € R, a < b} & base
per una topologia T su R che verra chiamata topologia usuale di R. La famiglia Bp = {|x —r,x +r[:
x € R, r > 0} & una base per la medesima topologia su R. Gli aperti nella topologia usuale di R
sono unioni di insiemi del tipo Ja,b[ cona,b € R e a < b, le semirette ]a, +oo[ con a € R, le semirette
| — o0, b[ con b € R, I'intervallo degenere @, e la retta reale R.

DEFINIZIONE 1.26 (Topologia della retta estesa). Definiamo ora una topologia su R U {£o0} che
induca su R la topologia usuale di IR. A tale scopo, consideriamo 'insieme

B={]ab:abeR,a<blU{]a +oo]:aecR}U{[—oo,b[: bR},

dove |a, +oco] =]a, +oo[U{+o0} e analogamente [—co, b[=] — o0, b[U{—0c0}. Allora B & base per una
topologia su R U {#o0} che induce su R la topologia usuale di R.

ESERCIZIO 1.27. Si provino i seguenti asserti:

(1) ogni sottoinsieme finito di IR & chiuso;

(2) in generale, intersezioni di una famiglia infinita di aperti di R non sono aperte (sugg. si
consideri {| —1—1/n,1+1/n[: n € N});

(3) in generale, unioni di una famiglia infinita di chiusi di IR non sono chiuse (sugg. si consideri
{[-1-1/n,1-1/n]: n € N}).

(4) Q non e né chiuso né aperto in IR;

(5) Z & chiuso in R.



CAPITOLO 2

Lezione del giorno mercoledi 14 ottobre 2020
Spazi metrici e topologia di R” (Durata 2"30’)

DEFINIZIONE 2.1 (Spazi metrici). Sia X un insieme ed : X x X — IR una funzione. Diremo che
d & una metrica o distanza su X se
(1) d(x,y) > O0perognix,y € Xed(x,y) =0seesolosex=y;
(2) d(x,y) = d(y, x) (simmetria);
(3) d(x,y) <d(x,z)+d(z,y) (disuguaglianza triangolare).
Una coppia (X, d) dove d & una metrica su X prende il nome di spazio metrico.

ESEMPIO 2.2. La funzione d : R x R definita da d(x,y) = |x — y| & una metrica su R.

DEFINIZIONE 2.3 (Palle in uno spazio metrico). Sia (X, d) uno spazio metrico, r > 0, x € X.
Definiamo

(1) la palla aperta di raggio r centrata in x:

By(x,ri={y e X:d(x,y) <r};
(2) la palla chiusa di raggio r centrata in x:

Bi(x,r]:={x e X:d(x,y) <r}.

A volte la palla aperta ¢ indicata con B;(x, r), e la palla chiusa con B;(x, 7). Se dal contesto ¢ chiaro a
quale metrica si faccia riferimento, ometteremo il pedice d.

DEFINIZIONE 2.4 (Insiemi limitati). Sia (X, d) uno spazio metrico. Un sottoinsieme E C X si dice
limitato se esiste R > 0 tale che E C B(0, R].

PROPOSIZIONE 2.5 (Topologia indotta da una metrica). Sia (X, d) uno spazio metrico. Allora l'insie-
me delle palle aperte e base per una topologia su X che diremo indotta dalla metrica d. Salvo diverso avviso,
penseremo sempre uno spazio metrico dotato della topologia su di esso indotta dalla metrica.

DIMOSTRAZIONE. Dati x1,x; € X, 11,12 > 0, consideriamo due palle aperte B(x1,71) e B(x2,12)
due palle aperte. Per provare l'asserto e sufficiente mostrare che per ogni x € B(x1,71) N B(x2,72)
esiste una palla aperta centrata in x e contenuta in B(xq,71) N B(xz,72). Sia quindi x € B(xq,71) N
B(xy,12) e proviamo che esiste d, > 0 tale che B(x, 6y) € B(x1,71) N B(x2,72). Dato z € B(x,dy) siha
d(z,x1) <d(z,x)+d(x,x1) =6x +d(x,x1) ed(z,x2) < d(z,x) +d(x,x2) = 6y + d(x, x2). Affinché si
abbiaz € B(x1,r1) NB(xy,12) sideve avered(z, x1) < 11 ed(z,x2) < rp, e quindi & sufficiente scegliere
Oy <min{r; —d(x,x1),72 —d(x,x2)}. Sinoti che r; > d(x,x1) e rp > d(x,x2), quindi dx > 0. O

ESERCIZIO 2.6. Sia (X, d) uno spazio metrico con la topologia indotta da d. Si provi che

(1) un sottoinsieme A C X & aperto se e solo se per ogni a € A esiste 6, > 0 tale che B(a,5,[C A;
(2) siproviche dato x € X e un intorno V di x esiste n € N tale che B(x,1/n[C V;
(3) X e di Hausdorff.

La convergenza delle successioni vista negli spazi topologici, assume la seguente forma pit forte
negli spazi metrici:

PROPOSIZIONE 2.7 (Convergenza di successioni negli spazi metrici). Sia (X, d) uno spazio metrico
con topologia indotta dalla norma, £ € X. La successione {xy }xen di X converge a ¢ se e solo se

lim d(x,,¢) =0.

n—oo

9
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Inoltre, se il limite di una successione in uno spazio metrico esiste, esso € unico.
Negli spazi metrici e possibile caratterizzare oggetti mediante limiti opportuni di successioni.

TEOREMA 2.8 (Caratterizzazioni mediante successioni). Sia (X,d) uno spazio metrico, E C X,
ce X.

(1) Iseguenti asserti sono equivalenti:
(a) cediaccumulazione per E;
(b) esiste una successione {x;}en di punti di E diversi da c che converge a c;
(c) in ogni intorno di ¢ cadono infiniti punti di E.

(2) ¢ € E seesolo se esiste una successione {x;} jen di punti di E che converge a c.

(3) E é chiuso se e solo se per ogni successione {cj}jeN in C convergenteac € X sihac € C.

OSSERVAZIONE 2.9.

e La nozione di intorno generalizza la nozione di “vicinanza” in uno spazio topologico gene-
rale. Infatti diremo che una proprieta e vera abbastanza vicino ad x se esiste un intorno di x
in cui essa sia vera.

e Si tenga presente che le nozioni di palla aperta o chiusa, non sono disponibili in uno spazio
topologico generale perché in uno spazio topologico generale non si ha una nozione di di
distanza tra punti. Similmente, non puo essere data una nozione di insieme limitato in un
contesto cosigenerale.

OSSERVAZIONE 2.10. Sia (X, T) uno spazio topologico. Dato x € X, supponiamo esista una
famiglia al pitt numerabile A, C T tale che per ogni V € F(x) esista A € A, conx € AeV D A.
Allora si dira che che il filtro degli intorni di x ha base numerabile. Per quanto provato nell’esercizio
precedente, in uno spazio metrico il filtro degli intorni di ogni punto ha base numerabile.

Introduciamo un ulteriore concetto legato alle successione negli spazi metrici.

DEFINIZIONE 2.11 (Compattezza per successioni). Sia (X, d) uno spazio metrico. Un sottoinsie-
me K di X si dice sequenzialmente compatto o compatto per successioni se ogni successione {x;} ;e in K
possiede una sottosuccessione {x;, } ,cn convergente ad un elemento x € K.

Quando l'insieme X ha la struttura di spazio vettoriale, & possibile operare un’altra costruzione
su di esso.

DEFINIZIONE 2.12 (Spazi normati). Sia X uno spazio vettoriale su K dove K & R o C. Un’appli-
cazione || - ||x : X — R & una norma su X se valgono
(1) ||x||x > O perognix € X\ {0}.
(2) ||ax||x = |a|||x||x per ognix € X, « € K.
@) [Jx+yllx < llxllx + llyllx-
DEFINIZIONE 2.13 (Distanze indotte da norme). Sia (X, || - || x) uno spazio normato. Allora esso &

uno spazio metrico rispetto alla distanza d(x,y) = ||x — y||x, e quindi uno spazio topologico rispetto
alla topologia indotta dalla metrica.

OSSERVAZIONE 2.14. Si ricordi che puo essere definita una norma su X solo se X ha la struttura
di spazio vettoriale.

Ci poniamo ora il problema di porre una topologia su X = IR" che in qualche modo abbia le
proprieta della topologia usuale di R e possa essere descritta allo stesso modo. A tal proposito,
definiremo delle norme su IR" e considereremo la topologia indotta dalle distanze ad esse associata.

DEFINIZIONE 2.15 (Distanze su R"). Siano x,y € R", x = (x1, ..., Xx), ¥ = (y1, ..., Yn). Definiamo

e la norma euclidea di x e la distanza euclidea tra x e y ponendo

el = 4 /327, d(x,y) = lx —yll = |} (xi — y)*
i=1 =1



2. Topologia di R” 11

e la norma ¢* di x e la distanza {*° tra x e y ponendo
| x]|po = max{|x;| : i=1,...,n}, dpo (x,y) := ||x — Y|[po = max{|x; —y;| : i=1,...,0n}.

e la norma (! di x e la distanza (! tra x e y ponendo

n n
Il =} [l dp(x,y) =[x = ylla = }_ xi = yil.
i=1 i=1

\
\
\

FIGURA 2.15.1. Palla unitaria per la norma euclidea, per la norma ¢, e per la norma
A (rispettivamente, da sinistra a destra).

Una questione naturale ¢ a questo punto stabilire la relazione tra la topologia indotta dalla di-
stanza euclidea, quella indotta dalla distanza £* e quella indotta dalla distanza /'

TEOREMA 2.16. La distanza euclidea, quella {* e quella ¢* su R" sono topogicamente equivalenti, ovvero
inducono topologie equivalenti su R".

DIMOSTRAZIONE. Ciascuna palla aperta contiene un cubo aperto ed & contenuta in un altro cubo
aperto. Pertanto dato un aperto euclideo A e un suo punto x, per definizione esiste una palla euclidea
aperta centrata in x e contenuta in A, ma tale palla contiene un cubo aperto centrato in x che, pertanto,
risulta essere contenuto in A. Pertanto dato un punto x € A, esiste un cubo aperto centrato in x
contenuto in A, quindi A e intorno nella topologia indotta da ¢*. Il viceversa & analogo. In verita
si puod provare che gli elementi di un’ampia classe di distanze possibili su R" inducono la stessa
topologia (tutte le distanze provenienti da una norma). U

Una conseguenza di tale fatto, in realta equivalente ad esso, € la seguente:

PROPOSIZIONE 2.17 (Convergenza delle successioni in R"). Siano {xy}ren successione di R" e
x = (xM,...,x") € R". Allora si ha

lim ||xx — x|/~ = 0seesolose lim |[xx— x| =0
k—+o0 k—+00

e cio é equivalente a dire che per ogni j = 1,...,n si ha klim x(] ) = x). Pertanto una successione in R"
—r+00

converge se e solo se ciascuna delle componenti degli elementi di essa converge come successione in R.

Il seguente esercizio mostra come, in generale, la continuita per successioni sia una nozione piti
debole della continuita topologica.

ESERCIZIO 2.18. Definiamo la seguente collezione di sottoinsiemi di IR
T={V CR: linsieme R\ V & finito oppure numerabile} U {®, R}.

(1) Siprovi che T & una topologia su R e che (R, 7) & di Hausdorff.
(2) Siprovi che una successione {x, },en converge in (IR, T) se e solo se esistono7 € Ne X € R

tali che x,, = ¥ per ognin > . Intal casosiha lim x, = *.
n——+oo
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(3) Indicata con 1 la topologia usuale, si provi che per tutte le funzioni f : (R,7) — (R, 1¢)
vale la seguente proprieta: data x, — xin (R, 7) siha f(x,) — f(%) in 7.

(4) Si provi che la funzione f definita da f(x) = x non & continua da (R, 7) a (R, t¢) (Suggeri-
mento: per definizione una funzione & continua se e solo se la controimmagine di ogni aperto
del codominio e un aperto del dominio).

DEFINIZIONE 2.19 (Topologia usuale di R"). Chiameremo topologia usuale di R" la topologia
indotta dalla norma euclidea di IR". Come visto, tutte le norme inducono la medesima topologia.

In R" si ha una semplice caratterizzazione degli insiemi sequenzialmente compatti.

TEOREMA 2.20 (Heine-Borel). Un sottoinsieme di IR con topologia usuale é sequenzialmente compatto
se e solo se e chiuso e limitato.

Inoltre in R" la compattezza sequenziale coincide con un’altra nozione di compattezza (com-
pattezza topologica), per cui, quando ci riferiamo a R” munito della topologia usuale, parleremo
semplicemente di insiemi compatti.

In analogia alla topologia della retta estesa, vogliamo definire una topologia su R"” che tenga
conto del comportamento all’infinito delle successioni di R”. Mentre nella retta estesa era possibile
fissare un ordine compatibile con le operazioni dello spazio vettoriale e che distingueva +co da —oo,
in R" questa distinzione non e pit1 possibile.

DEFINIZIONE 2.21 (Topologia di R" U {c0}). Definiamo sull’insieme R” U {oo} una topologia
considerando come base

B={ACR": AeapertodiR"} U{V CR"U{co} : R"\ V & compatto di R"}.
Tale topologia induce su R" la topologia usuale di R".

DEFINIZIONE 2.22 (Limiti in R"” U {c0o} - Caso generale). Sia D C R", xop € R" U {co} di accu-
mulazione per D. Consideriamo una funzione f : D — R™ e £ € R™ U {co}. Diremo che il limite per
x che tende a xo di f ¢ { se per ogni intorno V di ¢ si ha che la controimmagine f~}(V) := {x € D :
f(x) € V} eintorno di xg in D dotato della topologia indotta da R" U {oo}. Scriveremo in tal caso

Jim f(2) = £
xeD

Se D = R" ometteremo di scrivere x € D nella formula precedente. Poiché nella topologia usuale di
R" si ha che punti distinti possiedono intorni disgiunti, se il limite esiste esso e unico.

DEFINIZIONE 2.23 (Limiti in R" U {oo} - Utilizzo delle basi). Sia D C R", xp € R" U {co} di
accumulazione per D. Consideriamo una funzione f : D — R" e £ € R™ U {oo}. Passando ad una
base di intorni di xo, si ha che lim f (x) = £seesolose

0
xeD

e per ogni ¢ > 0 esiste & > 0 tale che se ||[x — xg|| < d e x € D allora || f(x) — ¢|| < ¢ nel caso in
cuixg € R"el € R™;

e per ogni ¢ > 0 esiste M > 0 tale che se ||x|| > M e x € D allora ||f(x) — /|| < ¢ nel caso in
cui xg = o0, £ € R™;

e per ogni N > 0 esiste 6 > 0 tale che se ||x — x¢|| < 0 e x € D allora ||f(x)|| > N, nel caso in
cui xg € R”, £ = oo

e per ogni N > 0 esiste M > 0 tale che se ||x|| > M ex € D allora || f(x)|| > N, nel caso in cui
Xp = 09, l= 00;
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Equivalentemente, se xo € R", ¢ € R" si ha

lim f(x) =0 <= lim [|f(x)—¢] =0,

o2 i
lim f(x) =¢ <= lim |f(x)—/¢| =0,
x o ]| +oo
xeD
im f(x) =00 <— Ilim x)|| = +oo,
lim (2 im0l
xeD xeD
lim f(x) =c0o <= lim | f(x)| = 4oo.
2D [[x]| =400
xeD

Poiché le varie norme inducono topologie equivalenti su R", & possibile sostituire la norma
euclidea nelle relazioni precedenti con una qualunque norma su IR".

DEFINIZIONE 2.24. Sia D C R", xg € R" di accumulazione per D. Consideriamo una funzione
f:D — R"™e !l € R™ Supponiamo che f(x1,...,x,) = (fi(x1,---, Xn), -, fm(X1, ..., Xn)), X0 =
(X1,..., %) € R", £ = (1,...,0y) € R™ Se |x— x| — 0" allora ||x — x| — 0", quindi

max |x; — X;| — 0 e questo equivale a dire |x; — ¥;| — 0, quindi x; — X; perognii = 1,...,n.
i=1,..n

Analogamente, se || f(x) — ¢|| — 0" allora || f(x) — £ ;= — 0T, quindi max |fi(x1, ..., xm) = 4] =0
j=1,...m
e questo equivale a dire |fj(x1,...,xn) — ¢j| — O perognij=1,...,m. Pertanto si ha che
Jim f(x) =
xeD
se e solo se
xlilg}?i fi(x) ={;perognij=1,...,m.
i=1,..n

x=(x1,...,xn)ED

Questo risultato riconduce il calcolo del limite per x — xp di una funzione f : D — R"™ al calcolo
dei limiti delle sue m componenti, ovvero dei limiti delle funzioni f; : D — R. Pertanto ¢ possibile
restringersi allo studio dei limiti delle funzioni f : R" — IR, ossia al caso m = 1.

OSSERVAZIONE 2.25. Sia f : R> — R, (xo,y0) € R2. Calcolare
lim X, ),
(x/y)%(xozyo)f( 2

equivale, come si e visto, a calcolare

Jim f(x,y).
Y—=Yo

Si potrebbe essere tentati di calcolare il limite nel modo seguente:
tim (Jim 150)

ovvero prima calcolare il limite nella variabile y trattando x come una costante, ottenendo quindi una
funzione della sola x, e poi calcolare il limite in x. Simmetricamente si potrebbe anche calcolare

lim { li
Jim <xg§10f (w))

ovvero prima calcolare il limite nella variabile x trattando y come una costante, ottenendo quindi una
funzione della sola y, e poi calcolare il limite in y. Sfortunatamente in generale si ha

lim (lim f(x,y)) # lim <lim f(x,y))

Y—Yo \ X=X X—Xo \Y—Yo
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ESEMPIO 2.26. Sia f(x,y) = x?/(x? + y?) definita in R? \ {(0,0)}.

2
lim [ lim -~ | =lim0 = 0.
y—=0 \ x=0 x°+ Yy y—0
y#0 \x70 y#0
x2
=0\ y=0 x°+ Yy y—0
70 \y#0 y#0

OSSERVAZIONE 2.27. Generalizzando le idee precedenti, supponiamo di avere f : D — IR con
D C R", xg di accumulazione per D. Si potrebbe considerare una qualunque funzione continua
v :]a,b] - DU{xo} cona,b € R, a < b, tale che uno tra y(a) o y(b) sia uguale a x( Si osservi che
fov:lab] - R. A questo punto:

(1) se y(b) = x¢ cerchiamo di calcolare lim f (x) calcolando invece il limite tlirin fox(t),
0 b

xeD
(2) se y(a) = xo cerchiamo di calcolare lim f (x) calcolando invece il limite lim fo (1),
0 t—a
xeD
Affinché il procedimento abbia successo, € necessario che i limiti
lim fo(t), lim fo~(t),
t—b~ t—at

rispettivamente nel primo e nel secondo caso, non dipendano dalla particolare scelta di -.

TEOREMA 2.28. Sia f : D — R con D C R", ¢ di accumulazione per D. Sono equivalenti:

(1) esiste il }‘13% f(x) evale ¢;
X
(2) per ogni successione {xy, }nen C D tale che x,, — ¢ si ha lgn flxn) =4
n—oo

(3) per ogni curva continua <y : [a,b[— D tale che lirp Y(t) =csiha lir? fony(t) ="
t—+b- t—b-

COROLLARIO 229. Sia f : D — R, D C R?. Supponiamo che (xo, o) sia di accumulazione per D e
che esista € > 0 tale che | — ¢, e[x{yo} U{xo} x| —¢,€e[C D. Allorase  lim  f(x,y) esiste, si ha

()= (x0,¥0)
(xy)eD

lim (lim f(x,y)> = lim (lim f(x,y)) = (x,y)lim flx,y),

Y—Yo \ X=X X—=Xp \Y—Yo —(x0.%0)
(x,y)eD
nel senso che i primi due limiti esistono e sono uguali al terzo.
2
ESEMPIO 2.30. Sia f(x,y) = xZiyZ definita in D = R?\ {(0,0)}. Perognim € R, x > 0

definiamo 7,, : [0,x] — D come 7, () = (t,mt). La funzione 7, & continua (ciascuna delle sue
componenti & continua come funzione da [0, x] inR), ese t # 0 si ha y(t) € D.

2 1
li t) = li t,mt) = li = :
S o0 = SRt = I e ~ 1o

Il valore di questo limite dipende dalla scelta di m e quindi dalla y;,. Pertanto il limite non esiste.

OSSERVAZIONE 2.31. Si osservi che, ad ogni modo, potrebbe capitare che esista il limite sulle
semirette y,, per ogni m, e sia indipendente dalla scelta di m, tuttavia il limite di f non esista. Cio
avviene perché le rette y,;, sono solo una tra le molte scelte possibili di funzioni continue il cui valore
ad uno degli estremi sia 1’origine.
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2
ESEMPIO 2.32. Sia f(x, xy esiaD =R 0,0)}. Scelta v, (t t, mt), si ha:
Y x2 +y

lim f o y(t) = lim f (¢, mt) hmﬂ = limLZt =0
e R e L B Y S i R -T R
indipendentemente dalla scelta di m. Tuttavia se scegliamo 7. (t) = (t2,t), si ha:
tt 1

1 =i 2 ) =1 =

tl_r)%fo%r() tl—%f(t' = 0 2
mentre se scegliamo y_(t) = (—?,t), si ha:

—t 1

lim o7 (t) = lim f(—2,1) = lim -~ = —,

Questi ultimi due limiti sono diversi tra loro e diversi da quello trovato in precedenza, quindi f non
ha limite per (x,y) — (0,0).

OSSERVAZIONE 2.33. Solitamente, quando non viene specificato il dominio, si intende che la
funzione e definita sull’insieme pit1 grande (massimale rispetto all’inclusione) dove l’espressione che
la definisce abbia significato. Tuttavia, se viene precisato un dominio, bisogna prestare particolare
attenzione perché I’esistenza o meno del limite ne e influenzata.

ESEMPIO 2.34. Consideriamo ancora la funzione f(x,y) = xyz definita in D; = R?\ {(0,0)}.

x2 +
Si e visto come il limite per (x,y) — (0,0) non esista. Se tuttavia restringiamo il dominio a Dy =
{(x,y) € R?>: |y| < x2, y # 0} si ha che (0,0) & ancora punto di accumulazione per D, e
¥ y? 1yl
lim |f(x,y)—1] = S < lim 5 = lim =0,
(xy)—=(0,0) (x y) D00 22 T ()00 [y Fy2 ye0 T+ |y]
(x,y)eDs (v,y)eDs (x,y)eDs

e quindi
lim f(x y)=1

(xy)—(0,0
(x, y)GDz






CAPITOLO 3

Lezione del giorno mercoledi 21 ottobre 2020
Calcolo di limiti (Durata 2"30")

PROPOSIZIONE 3.1. Sia f : D — R™ con D C R", ¢ di accumulazione per D. Si ha che f é continua

incse
lim [[£(x) ~ ()| =0,
xeD
0 equivalentemente se per ogni j = 1,...,m si ha
lim f,(x) = £(c),
xeD

essendo f = (f1, ..., fm)-

OSSERVAZIONE 3.2. Nello studio dei limiti in IR? alcuni cambiamenti di coordinate oppure delle
maggiorazioni possono semplificare il problema.

DEFINIZIONE 3.3. Sia (x,y) € R. Poniamo x = pcos6, y = psinf. Tale trasformazione &
invertibile in R? \ {0} e p = /x2 + y2. Si ha che |(x,y)| = p, pertantose f : D —+ R, D C R? ¢ una
funzione e (0,0) & di accumulazione per D, si ha

lim f(x,y) = lim f(pcosb,psind),
(x,y)—(0,0) p—0"
(x,y)eD (pcos@,psinf)eD

se 1'ultimo limite non dipende da 6. Con cid si intende che se esiste il primo limite, allora esiste
il secondo, che non dipende da 6, e i due sono uguali. Viceversa, se esiste il secondo limite ed &
indipendente da 6, allora esiste il primo e i due sono uguali.

ESERCIZIO 3.4. Si studi il limite per (x,y) — (0,0) di f(x,y) = x*arctany.

SVOLGIMENTO. Utilizziamo le coordinate polari: f(pcosf,psin) = p*cosfarctan(psin®). Si
ha che | cos @ arctan(psin6)| < 7r/2, pertanto

0 <|f(pcosh,psinh)| < §P4,

Applicando il teorema dei carabinieri, il limite per p — 07 & 0 (e non dipende da 6), quindi il limite
richiesto e 0.

ESERCIZIO 3.5. Si studi la continuita della funzione definita in R?
flxy) = {

sin (arctan ), sex #0;
0, sex =0.

SVOLGIMENTO. Nei punti (x,y) con x # 0 la funzione & continua. Studiamo la continuita in
(0,0). Passando in coordinate polari si ha
lim sin (arctan Z) = lim sin (arctantan ) = sin6

(xy)—(0,0) x p—0*
x#£0
Tale limite dipende da 6, quindi f non & continua in (0,0). Consideriamo ora (0,7) con i > 0.
lim x,y) =20
(x,y)—>(§0,y')f< 2
x=!

17
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pero
Jim flny) = lim o) =1,
x>0,y= y

quindi il limite non esiste nei punti (0, 7) con 7 > 0. D’altra parte se consideriamo (0, 7) con 7 < 0 si
ha

i foy) = lim f(xg) =1

x>0,y= y

e quindi come prima si conclude che il limite non esiste nemmeno nei punti (0,7) con § < 0. In
definitiva, f non e continua nei punti (x,y) con x = 0.

ESERCIZIO 3.6. Sia A =]0, +o0[x]0, +0c0[. Definiamo f : A — R:

x? —y? + 2xy

flxy) = y2+3xy +x

Dire se esiste il limite:

lim f(x,)
(x,y)—=(0,0
(xy)eA

SVOLGIMENTO. Se poniamo x = y, otteniamo 1’espressione:
2x2 2x
X,X) = = .
flx ) x2+3x2+x  4x+1

che tende a 0 per x — 0. Pertanto se il limite esiste, esso € 0. Un calcolo fatto ponendo y = mx o
x = my ci porta ad un’espressione infinitesima, confermando l'impressione iniziale. Tuttavia cid non
basta per poter concludere che il limite esiste e vale 0.

Dato che le posizioni y = mx e x = my non ci danno informazioni (primo ordine), poniamo
pertanto x = my?, m > 0 (secondo ordine).

m2y4 _ yZ + 2my3

2 _
_ om*y? —142my
- 143my+m
Percio:
Jim fon ) =~
Tale limite dipende da m > 0, pertanto il limite
l1m f (x,y)
(xy)—
X yeA

non esiste. L'esercizio & concluso.

ESERCIZIO 3.7. Sia « > 0 e si consideri la funzione:

flxy) =
0 se (x,y) = (0,0).

Determinare i valori di « per cui f & continua in (0, 0).
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SVOLGIMENTO. Osserviamo preliminarmente che i valori a < 0 non risolvono il problema, infatti
sea < 0sihaper (x,y) =0
[sin(xy) —xy[* 1
(Z+12)3 T (242>

e l'ultimo termine diverge.
Determiniamo ora 1’ordine di infinitesimo di sin(xy) — xy nel modo seguente: cerchiamo > 0
che renda finito e non nullo il limite

lim sin(s) —s
s—0 sP
Applicando due volte la regola de I'Hopital si ha
lim sin(s) —s _ lim cos(s) — 1 lim sin(s) ’
s—0  sP s—0  BsP1 s—0 B(B—1)sP~2
e tale limite & finito e non nullo solo se B —2 = 1, ovvero = 3. In tal caso si ha:
. sin(s) —s 1
L
Sia ora a > 0:
3
. o o 3u 4
lim  f(x,y)= lLim <‘ Sm(xy)3 xy|> szy\ 2)3 = lim |2xy\ 2
(xy)(00) (xy)=(0,0) |xyl (¢ +y2)° 6% | (xy)—(00) x* +y
(xy)#(0,0) (xy)#(0,0) (xy)#(0,0)
Studiamo il limite tra parentesi tonde. Si ha |xy| < 3(x? + y?), pertanto
|xy|* L2 21
< < — =,
0< Ty S 2w(x +v°)
Se & > 1, il termine di destra ¢ infinitesimo e si ha:
|xy|* . .
— 0, d 1 7 = 0 == 0/ 0 7
(1) (0,0) X2 + 2 2 g SV /0.0
(xy)7#(0,0) (xy)#(0,0)

e dunque se « > 1 si ha che f & continua. Supponiamo ora « < 1 e poniamo y = mx. Si ha

[yt mle

x24+y2 m2+1 x2

se & < 11l limite per x — 0 & +oo, altrimenti se &« = 1 & |m|/(m? + 1) quindi dipendente da m. In
ambo i casi si ottiene che f non e continua. Quindi f € continua se e solo se & > 1.
Per studiare il limite & possibile anche passare in coordinate polari:

xy|® , 2sin 6 cos O|* _
’2 vl 5= lim lo” sin 6 cos 6] 5 *_ lim 0?72| sin 20|
(xy)—(00) X* +y p—0* P p—0" 2
(x,y)#(0,0) x=p cos x=p cos 6
y=psinf y=psinf

e il limite e nullo solo se « > 1, non esiste (dipende da 0) per « = 1, e vale addirittura +oco per
O<a<lel¢{0,7/2,m,3m1/2}.

ESERCIZIO 3.8. Calcolare il seguente limite:
lim 1 — cos(xy)
(xy)-(00) log (1 + 22 +y?)

SVOLGIMENTO. Ricordando i limiti fondamentali del coseno e del logaritmo, si ha:

_ 24,2 2 2 4 0e2 O ain2
lim 1—cos(xy)  (x*+y9) (xy)® llim (xy)* 1 iy 08 fsin"6 0.
30 (xy)?2  log(1+x2+y2) (x2+y2) 2 130 (x2+y%) 2 p-0t p?
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ESERCIZIO 3.9. Si calcoli il limite:

x3]/2

(1) (0,0) X4+ 46

SVOLGIMENTO. Poniamo z = x> e v = . Si ha allora |x| = z!/? e y = v!/3.

3,2 3,2 3/2,,2/3 3/2,,2/3
Yy | e D R P 4
1 Ty T 6| 212 21 2
(xy)—(0,0) | X* + Yy (xy)—(0,0) | Xx*+ Yy z—>06r z-+v (z,v)—=(0,0) 2+
v—
In coordinate polari z = pcos, v = psin6:
3,2 3/2 i22/3
. x . cos 0]>/“sin“’~ 6 . . .
im : Y ~| = lim p3/2+2/3| | ~ = lim p'/®|cos8*/2sin?/36 < lim p'/® = 0.
(xy)—(0,0) | X*+ Y p—0% o —0+ p—0t

Quindi il limite & nullo.

ESERCIZIO 3.10. Si studi 'esistenza dei seguenti limiti, e in caso affermativo li si calcoli:

1 lim y?logx 5 sin(x? + y?)
)=o) (x = 1)2 + 32 w00 ¥4y

3 lim sin(x? + y?) 4 lim x3 + xsin’(y)
Cxy)—00) XPyP 4y xy)-00) X F Y

y#0

2 _ 2
5. lim yarctan(y/x) 6. lim xy( —y7)

(x,y)—(0,0) ()= (00) X2+ y?
7. lim 8 lim
(xy)—(0,0) \/xZ + xy + 2 (x,y,2)—(000) X* + Y
(x,y)#(0,0)
2 2\2
9. lim V) 0. lim -
|(xy,z)| =+ X°+2Z [(x,y,2)|—+0c0 XZ

1. lim 4y +22—x+3y—z 120 lim A+ +2 - P fayz—x+4
[(x,y,2)| =+ [(x,y,2)| =+

SVOLGIMENTO.
(1) Si trasli il problema in (0,0) e si usi il limite fondamentale del logaritmo. Il limite & 0.

(2) Si passi in coordinate polari, il limite e 1.

(3) Si raccolga y* al denominatore e si passi in coordinate polari osservando che il dominio
eslude I’asse y = 0. Il limite & 4-oo.

(4) Siricordi il limite fondamentale del seno al numeratore, e poi si passi in coordinate polari. Il
limite e 0.

(5) Siusila maggiorazione arctana < 7t/2. Il limite & 0.
(6) Sipassi in coordinate polari, il limite e 0.

(7) Sipassiin coordinate polari. Si osservi che per nessun valore di 0 il denominatore si annulla.
Il limite & 0.
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(8) Si consideri il modulo della funzione. Ricordando che x? + 12 > 2|xy| si conclude che esso &
maggiorato da |z|/2. Il limite & 0.

(9) Si verifichi il limite sulle curve (£,0,0) e (0,0, ¢). Il limite non esiste.
(10) Si verifichi il limite sulla curva (t,t,t) e (t!,t,¢t~1). Il limite non esiste.

(11) Si scriva la funzione come somma di tre funzioni di una sola variabile. Tali funzioni sono
tutte inferiormente limitate e tendono a +oo se la loro variabile tende a £oo. Se |(x,y,z)| —
+00, almeno una delle variabili in modulo tende a +o0, la somma tende a +oo.

(12) Si verifichi il limite sui percorsi (,0,0) e (,t2,t2), per t — Foc0. Il limite non esiste.
ESERCIZIO 3.11. Determinare per quali valoridin € IN \ {0} siha:

lim ] " _
21,2 -
(x)=(0,0) X2 +y2 + [y|
SVOLGIMENTO. Il denominatore & sempre maggiore di |y| per cui in modulo la funzione & mag-

giorata da |x||y|"/"~1. Se n = 1, il limite & nullo, altrimenti per n > 2 verificando sui cammini
v(t) = (t, ) si ottengono limiti diversi da 0, ossia 1/2 per n = 2 e +o0 per n > 2.

ESERCIZIO 3.12. Determinare per quali valori di &« € IR si ha:

[
lim Me’f/x2 =0.
(xy)—=(0,0) X

SVOLGIMENTO. In coordinate polari, si ha

f(x, )] = p* [ sin6]* 1| | tan 6] e~ "¢ < Mp*1,

2 . . 2 . . .. . . . o
dove M = max;cgr{|tle”" }. Tale max esiste perché t — |t|e”" & continua e infinitesima all’infinito.

Per a > 1 il limite & nullo, altrimenti non lo & (si verifichi sul cammino 7 (t) = (t,), il limite & ¢! se
xn=1lecoset <1

ESERCIZIO 3.13. Si cacolino interno, chiusura e frontiera dell’insieme E C R? definito da E :=
{(x,y) € R?: x* + cos(y) > 1}.

SVOLGIMENTO. Posto f(x,y) = x>+ cos(y),siha E = f~1(]1, +oo[), pertanto per la continuita di
f siha che E e aperto, perché controimmagine di un aperto mediante una funzione continua, quindi
coincide con il suo interno.

L'insieme f~!([1, +oo[) & un chiuso (controimmagine di un chiuso mediante una funzione con-
tinua) che contiene E, ma allora f “([1,4]) D E, in quanto la chiusura di E e il pit piccolo
chiuso contenente E, quindi ogni chiuso contenente E contiene anche E. Proviamo che vale anche
f~Y([1,+oo[) C E. Dobbiamo provare quindi che dato un punto (%,7) € f 1([1,+oo[) esiste una
successione {(x,, Yu) }nen di punti di E tale che (x,,y,) — (%, 7). Per ipotesi f(X,7) > 1, ovvero si
ha #2 + cos(§7) > 1. Distinguiamo due casi:

(1) siax > 0 e poniamo x, = X+ 1/n,y, = 7. E ovvio che (xn,yn) — (%,7). Siha x2 > %2,
quindi f(x,,y,) > f(%,7) > 1. Essendo f(x,,yx) > 1, si ha che {(xy, ¥n) }nen € E. Quindi
abbiamo una successione di punti di E che converge a (¥, ) e pertanto (%, 7) € E.

(2) siax < 0 e poniamo x, = ¥ —1/n,y, = 7. E ovvio che (xn,yn) — (%,7). Siha x2 > %2,
quindi f(x,,yn) > f(%,7) > 1, e si conclude come nel caso precedente.

In definitiva,
E = fI([1,+oo]) = {(x,y) € R?: 2* + cos(y) > 1}.
Il complementare di E ¢ dato da

R*\E =R\ f71(]1, +o0]) = f71(] — 0,1)),
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ed & un chiuso, perché E & aperto.
La frontiera di E é I'intersezione delle chiusure di E e del suo complementare, ovvero:
OE=ENRZ\E=EN(R*\E) = f1(] —oo, 1) N f([1, +o0[) = F (1),
cioe 9E = {(x,y) € R*: f(x,y) = 1}.

ESERCIZIO 3.14. Sia (X, d) spazio metrico e sia {x, },eN successione in X convergente a x € X.
Si proviche E = {x, : n € N} U{x} & chiuso.

SVOLGIMENTO. E ha un solo punto di accumulazione, cioé x, e lo contiene. Dunque é chiuso.

ESERCIZIO 3.15. Sia (X, d) spazio metrico e sia E C X. Allora E = {x € X : inf{d(x,y) : y €
E} =0}.

SVOLGIMENTO. Posto dg(x) = inf{d(x,y) : y € E}, supponiamo per assurdo che x € E e
de(x) > 0. Ma allora esiste un intorno di x interamente contenuto in X \ E pertanto x ¢ E. Suppo-
niamo ora per assurdo che dg(x) = 0 e x ¢ E. Ma allora esiste un intorno di x interamente contenuto
in X\ E. In particolare esiste una palla di raggio 6 > 0 centrata in x non contenuta in E pertanto
dp(x) > 6 > 0, assurdo contro l'ipotesi dg(x) = 0.

ESERCIZIO 3.16. Sia X un insieme. Indicato con P(X) := {S : S C X} l'insieme delle parti

di X, si consideri una funzione ¢ : P(X) — P(X) soddisfacente alle seguenti proprieta per ogni
5,51,5C X

(1) (@) = 2;

(2) c(51U 52) = C(S1) U C(SQ);

(3) ¢(S) D Sperogni S € P(X);

4) c(e(5)) = ¢(8).
PostoT :={A € P(X) : c¢(X\ A) = X\ A}, si proviche T & una topologia su X e che ¢(S) = cl7(S).
Si provi infine che le quattro proprieta precedenti sono equivalenti all'unica condizione

S1Uc(S2) Uc(e(S2)) =¢(S1US2) \ ¢(@), perogni S1,S, C X.

ESERCIZ1O 3.17. Sia f : X — Y una funzione continua tra gli spazi topologici X e Y. Dato S C X,
indichiamo con f~1(S) = {x € X : f(x) € S} la controimmagine di S. Si provi che per ogni S C Y si

ha
7 (inty(8)) Cintx (£7(8)) € £71(S) S FA(S) € £7(S),

e si dia un esempio in cui le inclusioni possono essere strette.

ESERCIZ10 3.18. Sia X uno spazio topologico, f : X — R una funzione continua, ¢ € R. Poniamo
E— ={xeX: f(x)>c}, Ef.:={xeX: f(x) =c},
E— ={xeX: f(x) <c}, Er i={xeX: f(x) <c},
frc.—{xEX.f( x) > c}.

Si provi che
(1) E> e Ef<c sono aperti, e quindi Ef>c = intXE]?C eE<f,c= intXE< .

E= s s 3s > > < = =
(2) Efc e Efc, 7,c Sono chiusi, e qumdilE—’C = Ef,c' Ef,c = fc e Efc Ef,c'
(3) E 02 E> . analogamente Efg, 2 E</ C

4) mtXE f . Q E]? . analogamente intyES fe D Ef -

(

5) fer frc fer< - Ef eerE fer

fre fe < Ee
OSSERVAZIONE 3.19. (intermezzo leggero) Per mostrare efficacia e potenza della topologia, ripor-
tiamo il seguente aneddoto tratto da Lion Hunting and Other Mathematical Pursuits, di Ralph P. Boas

Jr.



3. Differenziali per funzioni di pit1 variabili 23

Il problema che ci si pone ¢ il seguente:
“Nel deserto del Sahara ci sono leoni. Descrivere un metodo per catturarne almeno uno.”
Una delle soluzioni proposte é:

Poniamo sul deserto la topologia feonina secondo cui un insieme & chiuso se e solo se ¢ tutto il deserto,
il vuoto oppure se non contiene leoni. L'insieme dei punti dove ci sono i leoni & denso in tutto il deserto per
questa topologia. Per densita, se mettiamo una gabbia aperta, essa contiene almeno un leone. Pertanto
basta chiuderla rapidamente.

Invito i lettori a verificare la correttezza del ragionamento. Osservando che, con minime varia-
zioni riguardanti la natura della gabbia, potete utilizzare questo metodo per catturare anche soggetti
pit interessanti di un leone, in ambienti pit1 attraenti di un deserto, ritengo di aver fornito un buon
incentivo allo studio della topologia.






CAPITOLO 4

Lezione del giorno mercoledi 28 ottobre 2020
Differenziali per funzioni di piu variabili I (Durata 2"30)

PROPOSIZIONE 4.1 (Continuita di applicazioni lineari tra spazi normati). Siano X, Y spazi normati.
T : X — Y applicazione lineare. Allora T e continua se e solo se esiste £ > 0 tale che:

ITx|ly < £]|x[x-
Inoltre la minima costante £ per cui tale disuguaglianza vale é:
¢ =sup{|[Tx[ly : [lx[lx <1} = sup{[[Tx[ly : [[x[lx = 1}.
Tale costante si indica anche con ||T|| .

Denotato con L(X,Y) lo spazio delle funzioni lineari e continue da X in'Y, si ha che lo spazio (L(X,Y), || -
|| z) e normato.

DEFINIZIONE 4.2 (Derivata direzionale). Siano X e Y due R-spazi normati, D aperto di X, f :
D — Y una funzione, u € X un vettore di X tale che ||u||x = 1. Sia p € D e supponiamo che esista il
seguente limite:

=:vEeY.

Allora v prende il nome di derivata di f in p nella direzione u e si indica con uno dei seguenti simboli:

= () = Duf(p) = 0uf(p).

Se X = R" e u = ¢; & l'i-esimo vettore della base canonica, allora D,, f (p) = D;f(p) & l'i-esima deriva-
ta parziale di f in p. Se una funzione ¢ assegnata mediante le sue coordinate, le sue derivate parziali
si calcolano derivando rispetto alla variabile voluta, trattando le altre come se fossero costanti.

0

DEFINIZIONE 4.3 (Differenziale). Siano X e Y due R-spazi normati, D apertodi X, p € D, f :
D — Y una funzione. Sia T : X — Y lineare e continua. Diremo che f e differenziabile in p e che il
differenziale di f in p & T se vale:

LA~ F) - T p)ly
%P I = pllx
Il differenziale di f in p se esiste & unico e si indica con T = f'(p) = Df(p), inoltre se f & differenzia-
bile in p allora & continua in p. Siha Df(p)u =9, f(p) € Y.

OSSERVAZIONE 4.4. Se X = R", Y = R", il differenziale in p € un’applicazione lineare da R" a
R™. Le applicazioni lineari tra spazi di dimensione finita sono sempre continue (il che non € vero in
generale se X, Y hanno dimensione infinita). Lo spazio delle funzioni lineari da R" in R™ ¢ isomorfo
allo spazio delle matrici Mat, ., (R) a coefficienti reali.

Se f : R" — R™ é differenziabile in p, al differenziale corrisponde pertanto una matrice n x m,
detta matrice Jacobiana di f = (f1, ..., fm) € si ha:

dxfi(p) - Oxf1(p)
Jac f(p) := : :
O, fu(p) - Ox,fu(p)

25
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Se v = (vy, ..., vy ) si ha allora

I fi(p) .- 9 f1(p) v
df(p)(v) = Jac f(p)(v) = : : E
Ox, fu(p) - Ox,fu(p) Um

Nel caso particolare di funzioni f : R" — R, si ha che f ha una sola componente e quindi Jac f(p) =

(0x, f(p),...0x,f(p)) &un vettore di R" (matrice costituita da una sola riga e n colonne). Indicheremo
tale vettore anche con V f(p) o grad f(p) e lo chiameremo gradiente di f in p.

PROPOSIZIONE 4.5. Condizione necessaria perche f sia differenziabile in p é che f ammetta in p derivate
secondo ogni vettore, e in tal caso si ha Df (p)u = 9, f (p).

OSSERVAZIONE 4.6. Se X = R", Y = R, il differenziale in p e un’applicazione lineare da R"
a R. Scelta una base, un qualunque vettore h = (hy, ..., h,) di R", si scrive in modo unico come
h = Y.i_; hjej. Pertanto, per linearita:

#@wo:wm(imﬂ=d?wm@»m=i%ﬂmmek
j= j= j=

Scriveremo anche:
n

df(p) = )_0xf(p)dx;,

j=1
per indicare che df (p) valutato su un vettore h = (I, ..., hy) restituisce il numero reale

W@WOZi%ﬂMmGR
=

TEOREMA 4.7 (del differenziale totale). Sia D apertodiR", p € D, f : D — Y. Se le derivate parziali
di f esistono in D e sono continue in p, allora f é differenziabile in p.

PROPOSIZIONE 4.8 (Proprieta del differenziale). L’operatore di differenziazione e lineare:

D(af + Bg) = aDf + BDg.
Per le funzioni composte vale la regola della catena: D(f o g)(p) = Df(g(p)) o Dg(p), dove o indica la
composizione di funzioni.

DEFINIZIONE 4.9 (Funzioni C!). Diremo che f : D — Y dove D ¢ aperto di R" & di classe C}(D, Y)
se in D esistono tutte le derivate parziali di f e sono continue.

DEFINIZIONE 4.10 (Differenziale secondo). Siano X,Y normati, D C X aperto, f : D — Y una
funzione, u € X. Se per ogni x € D esiste 0, f(x), si pud considerare la funzione d,f : D — Y che
associa ad x ’elemento di Y dato da 9, f (x). A questo punto, fissato v € X, ci si puo chiedere se esista
o meno 9d,(9,f)(x). Se f & differenziabile in D, resta definita una mappa f' : D — L(X,Y). Essendo
quest’ultimo normato, ha senso chiedersi se quest’applicazione sia a sua volta differenziabile. In tal
caso di differenziale di f’ in p prende il nome di differenziale secondo di f in p e si indichera con
f"(p), D*f(p) ecc. Sihache f"(p) € L(X,L(X,Y)) =~ L2(X x X,Y) che indica lo spazio delle fun-
zioni L : X x X — Y bilineari e continue, ovvero lineari rispetto a ciascun argomento separatamente.
Il lettore interessato ai dettagli puod consultare [5].

DEFINIZIONE 4.11. Con il simbolo K indicheremo R o C.

TEOREMA 4.12. Sia E spazio metrizzabile, a,b € R, f : E x [a,b] — K funzione continua. La formula

F(x) == /abf(x,t) dt

definisce allora una funzione continua F : E — K.
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TEOREMA 4.13. Sia X un K-spazio normato, E aperto di X, a,b € R, ed f : E x [a,b] — K funzione
continua; sia u vettore di X. Se per ogni x € E et € [a,b] esiste 0,,f(x,t), e tale derivata ¢ continua in
E x [a, b], allora 9, F (x) esiste in E e si ha

9. F(x) = /b duf(x,t) dt

a

e per il precedente, tale derivata é continua.

PROPOSIZIONE 4.14. Sia X spazio normato, E aperto di X, I intervallodi R, f : E x I — Y (Y spazio
di Banach) funzione continua, e sia ® : E x [ x I — Y definita da:

Y(x,a B) = / P b dt

Allora:

(1) la funzione Y é continua;
(2) la funzione Y e sempre derivabile (e quindi differenziabile) nelle variabili x, B, essendo:

It (x,a, ) = f(x, ), Y (x,a,B) = —f(x,a);

(3) supponiamo X ~ K" spazio di dimensione finita. Se 9;f(x,t), i = 1...n esistono continue, allora
Y (x,a, B) e differenziabile con continuita (sui reali, le variabili o, p sono reali), e si ha:

n

Y (x, o, B)(h, A, AB) =) (/{)f3 0if(x,t) dt> hi+ f(x, B)AB — f(x,a)Aw,

=1
conh = (hy,.., h,) € K"

(4) se x — a(x), x — B(x) denotano funzioni R-differenziabili a valoriin I, «, p : E — I C R, allora
B(x)
G(x) = / Flx, b dt
a(x)
e differenziabile e si ha:

(x)
NG(x) = [ 0uf ) + £, BNB() — o, (x) e,

ESERCIZIO 4.15. Calcolare le derivate parziali ed il differenziale delle seguenti funzioni f : R* —

R:

1) f(x,y) = x? siny;

@) f(x,y) = VIx];

@) f(x,y) = |xyl;

@) f(x,y) = |x[+[yl;

G) f(x,y) = Vlxyl;

6) flx,y) =sign(2 —x2 — y?) /]2 — 22 — 2[;
SVOLGIMENTO.

(1) 9xf(x,y) = 2xsiny, 9,f(x,y) = x* cosy. Queste derivate parziali sono continue su tutto IR?,
quindi la funzione ¢ differenziabile su tutto R? e Df(x,y) = 2xsiny dx + x> cos y dy.

(2) o+ f(x,y) = s;g:r/1|(>x|) se x # 0, dyf(x,y) = 0. La funzione & differenziabile in R? \ ({0} x R)
X
_ sign(x) i,

e il suo differenziale ¢ Df(x,y) =

(3) oxf(x,y) = |y|sign(x), 9, f(x,y) = |x|sign(y). La funzione & differenziabile nei punti dove
xy # 0, e il suo differenziale vale Df(x,y) = |y|sign(x) dx + |x|sign(y) dy. Nei punti degli
assi diversi dall’origine almeno una delle derivate parziali non esiste, pertanto la funzione
non puo essere differenziabile. Nell’origine, entrambe le derivate parziali esistono e sono
nulle perché le funzioni di una variabile x — f(x,0) e y — f(0,y) sono entrambe costanti,
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quindi la loro derivata & nulla. Se il differenziale esiste nell’origine allora deve essere la fun-
zione nulla. Verifichiamo con la definizione: posto L(v) = 0 per ogni v € R?, il differenziale
¢ nullo solo se

im0 =00~ L(x1) = 0,0) _ o

(xy)—(0,0) VX2 +y?

lim bl =
(xy)—=(0,0) \/x% + y?
Passando in coordinate polari, si verifica facilmente che questo avviene, quindi la funzione
¢ differenziabile anche nell’origine, con differenziale nell’origine nullo.
(4) 9xf(x,y) = sign(x), 9, f(x,y) = sign(y). La funzione ¢ differenziabile nei punti dove xy # 0
e il suo differenziale vale Df(x,y) = sign(x)dx + sign(y) dy. Nei punti degli assi almeno
una derivata parziale non esiste e nell’origine non ne esiste nessuna.

(5) Siha o f(x,y) = 2\/751g1r1 xy), dyf(x,y) = 2\/)|me

ziabile nei punti dove xy # 0 e il suo differenziale vale Df(x,y) =

ovvero

sign(xy). La funzione ¢ differen-

sign(xy) dx +
VTR
X . . . ;o . .
2\/ﬁmgn(xy) dy. Sugli assi, ma non nell’origine, almeno una derivata parziale non esiste.
XYy
Nell’origine le derivata parziali esistono e sono entrambe nulle: se il differenziale esistesse
sarebbe la funzione nulla, ma si verifica che la definizione non é soddisfatta (usare coordinate

polari)
(6) oxf(x,y) = _ﬁ/ dyf(x,y) = ﬁ La funzione e differenziabile in tutti i
punti di R? ad eccezione della circonferenza x? + y? = 2, e il differenziale & dato da
Df(x,y) = =y — Y

e VR
==y X=—y

ESERCIZIO 4.16. Sia v = (1/+/2,1/+/2,0). Si calcoli la derivata in direzione v nel punto (0,0, 0)
della funzione f(x,y,z) = (2x — 3y + 4z) cos(xyz).

SVOLGIMENTO. Calcoliamo le derivate parziali di f:
dxf(x,y,z) = 2cos(xyz) — yz(2x — 3y + 4z) sin(xyz)
dyf(x,y,z) = —3cos(xyz) — xz(2x — 3y + 4z) sin(xyz)
9-f(x,y,z) = 4cos(xyz) — xy(2x — 3y + 4z) sin(xyz).
Le derivate sono continue su R3, quindi la funzione ¢ differenziabile su R3. Per definizione, si ha

27 (0,0,0) = DF(0,0,0)u = 3,£(0,0,0) +,£(0,0,0)t, +2.£(0,0,0) = — %2

ESERCIZIO 4.17. Discutere continuita, derivabilita direzionale e differenziabilita nell’origine per
le seguenti funzioni:

M floy) =

Xy
se (x,) # 0, £(0,0) = 0

6_|_y2
@ flxw) =B e () £0,70,0) =0
sin (y + /|x|) log(1 + y?)
& sy < VI e 00 =0

x2 + 12
arctan(x? + y?)

@) flxy) = NS se (x,y) #0, f(0,0) = 0;

SVOLGIMENTO.
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(1) Controlliamo il limite lungo la curva «(t) = (t,t3). Tale curva tende a (0,0) se t — 0.
t6

lim f(7(£)) = lim +-c = 2 #0 = £(0,0).

Quindi la funzione non e continua nell’origine e pertanto non & nemmeno differenziabile
in (0,0). La funzione & costante lungo gli assi e vale zero, quindi le due derivate parziali
nell’origine sono nulle. Calcoliamo le derivate direzionali nella direzione degli altri vettori

v = (vx,vy) con vy # 0, v, # 0siha
f(t(vx,0)) 1 tolo,

0,0) + t(vy, — (0,0
F(0,0) + H(ox,0)) = F0,0) 1
t £—0 t t=0 t 1608 + 20}

9,f(0,0) = lim
t—0
3
~ im toyoy _
t-0 40§ + 0]
Quindi le derivate direzionali rispetto ad ogni vettore in (0,0) esistono e sono tutte nulle,

ma la funzione non é differenziabile in (0, 0).
(2) Vale la seguente maggiorazione:

log(1 + 312 log(1 4+ 33
)| < g( . y) g(3y3 y’)

Pertanto la funzione & continua in (0,0). La funzione & costante sull’asse y = 0, quindi
dxf(0,0) = 0. Si ha d’altra parte:

3,f(0,0) = [QOTN =00 _logl1 431)

e quindi 9, f(0,0) = 3. Consideriamo quindi la funzione lineare L(x,y) = 3y. Si ha:

|3y| — 0.

log(14+3y°) 3 3 ) )
foy) = £(0,0) ~L{x,y)| _ | “ed — Y| _ |log(1+3y”) —3y(x” +y7)
1/_ch_f_yz /x2+y2 - (x2+y2)3/2
_ |log(1 +3y°) — 3y Byx®
- (x2 4 2)3/2 (24 y2)3/2|"
Verifichiamo il limite sulla curva y(t) = (¢,t), si ha:
f(t,t)— f(0,0) —L(t,t)| |log(1+3t)—3t> 3¢
N a 23/243 -~ 03/243

1 |log(1+3) -3¢ 3
= 5373 3 -3 %%7&0.

Pertanto il differenziale non esiste.

Si poteva procedere anche nel modo seguente: calcoliamo la derivata lungo il vettore

v=(1,1):

o fO+t0+1t)—f(0,0) _ lim}log(l +3#3) _3

t—0 t t—0 2 t3 2
Se il differenziale esistesse, sarebbe un’applicazione lineare L tale che L(0,1) = 9,f(0,0),
L(1,1) = 9,f(0,0) e L(1,0) = 9+f(0,0). Poiché i vettori (0,1) e (1,1) sono linearmente
indipendenti e L(0,1) # 0, L(1,1) # 0, si deduce che L(vy, v,) = 0 se e solo se vy = v, = 0,
tuttavia si ha L(1,0) = 0, assurdo.

(3) consideriamo
sin <y + |x\> ‘

log(1 +y?)

f(x,y)] < 7
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Il termine con il seno ¢ infinitesimo e l’altro tende a 1, quindi il limite & nullo e f(x,y) &
continua in (0,0). La funzione ¢ costante sull’asse y = 0, quindi 9, f(0,0) = 0. Si ha invece

log(1 +
fOy) = smyg(y ¥,
Cio implica:
fO,y) = f(0,0) _ sinylog(1+y?) .
y y Ua
Quindi 9, f(0,0) = 1. Calcoliamo ora la derivata lungo il vettore (1, 1):

f(t,t) — £(0,0)  sin( t+ V]t log(1+ 12)

t t2
_s1nt+\/> t+\/>log1+t2
RNV t 2

Il differenziale non esiste.
In coordinate polari si ha:

arctan pz

|f(pcosb,psinf)| = 52 p—0,

quindi la funzione & continua. La funzione & simmetrica f(x,y) = f(y, x). Calcoliamo le
derivate parziali:
I f(t,0) - £(0,0) _ arctan 2 _1
t—0+ t 12 !
quindi 9,f(0,0) = d,f(0,0) = 1. Se il differenziale L esiste, si ha L(x,y) = x + y. Verifichia-
mo con la definizione:

arctan 2 .
f(x,y) — f(0,0) — L(x,y)| arctan(p) _ p(cosf + sinf)
N :
2
_ arctaI;(P ) _ (C0s9+sin6)‘
P

Scelto 0 = 7t /4, si ha

. f(x,y) = f(0,0) = L(x,y)| .. |arctan(p
(xmi00 JEL = B, T V2l 2 V2140,
y=x

Quindi la funzione non & differenziabile in (0, 0)
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Differenziali per funzioni di piu variabili II (Durata 1"15')

ESERCIZIO 5.1.
(1) Sia f(x,y) = y*3(y + x> — 1). Stabilire in quali punti esiste 9, f e calcolarla.
(2) Sia f(x,y) = /x%(y—1) 4+ 1. Mostrare che la funzione non & differenziabile in (0,1) e
calcolare D, f(0,1) al variare del versore v.
(3) Si mostri che la seguente funzione & definita su tutto R? e se ne discutano derivabilita
direzionale e differenziabilita:

¥’y arctan t

flx,y) = /0 ; dt.

SVOLGIMENTO.

(1) Sey #0sihad,f(x,y) = (y+x*—1)+y*3. Sey = 0, allora

2
39y

- .
9,f(x,0) — tim L) = 0Oy y® —1
y—0 Y /o0 \3/]7

Tale limite esiste finito solo se x> —1 = 0, ossia x = +1. In tal caso & nullo. Quindi si ha
dyf(£1,0) = 0.

(2) Utilizziamo coordinate polari centrate in (0,1), ovvero x = pcosf, y = psinf + 1 Si ha
quindi

f(ocosB,psin® +1) = {/p3cos?fsinf + 1 = pv/cos? fsin 6 + 1.

Il punto (0,1) corrisponde a p = 0 e f(0,1) = 1. v & un versore, pertanto v = (cos 6, sin0).
Si ha allora che

2,£(0,1) = tim LU0+ =FO1) 5 agane.

t—0+ t

L'applicazione v — d,f(0,1) non ¢ lineare, quindi la funzione non & differenziabile.
(3) La funzione integranda ¢ continua, quindi l'integrale esiste per ogni (x,y) € R%. Per i noti
teoremi di derivazione di integrali dipendenti da parametro, si ha per xy # 0:

arctan(x?y)  arctan(x?y)

dxf(x,y) = 2xy 2y —

2 arctan(x?y)  arctan(x?y)

ayf(xr y) = xzy y

Nei punti con xy = 0, la funzione & identicamente nulla. In tali puntisi ha f(x+h,y) =
f(x,y+h) = 0, pertanto le due derivate parziali sono entrambe nulle. Le derivate parziali
sono continue su tutto R? \ {(x,y) : xy = 0}, pertanto in questo insieme la funzione &
differenziabile. Nei punti di X := {(x,y) : xy = 0}, entrambe le derivate parziali sono

31
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nulle, quindi se il differenziale in X esiste deve essere la funzione nulla.

lim  af(ry)— lim 2O o arcen(dy)
(xy)— (%) (x)—(x7) X (vy)—>(xy) XY

xy#0 xy#0 xy#0

lim O f(x,y) = lm arctan(x’y) L arctan(x?y) o
(xy)—(279) (xy)—(%.9) y (xy)—(x7) X2y

xy70 xy#0 xy#0

. . arctans d .. .. . . .
Ricordando che hn% 5 = 5 arctan(0) = 1 (si ricordi il teorema di derivazione della
S—r

funzione inversa), e che | arctans/s| < 1 si ottiene:

lim  9:f(x,y) = 0=0xf(%,7)
(xy)—=(x7)
xy#0

lim o =%
ahng ) =

xy#0
Pertanto le derivate parziali sono continue nell’origine e quindi la funzione ¢ differenziabile
anche nell’origine. Verifichiamo la differenziabilita nei punti di X \ {(0,0)}: se il differen-
ziale esistesse dovrebbe essere la funzione nulla, in particolare tutte le derivate direzionali
secondo ogni vettore v = (vy, v,) dovrebbero restituire 0. Fissiamo (%,7) € X\ {(0,0)} e
consideriamo

f(X+svy,7+svy) — f(%,7) 1 /(Hsvx)z(?“”y) arctan t
0

S :E t

dt
Distinguiamo vari casi:
(@) sex=0,7 #0siha

f(x+svx,y'+svy)—f(f,y‘)‘ 1
s s]

szvi(y' + svy)
s

dt

s*03(7+svy) arctan t
[
0

L'ultimo termine tende a zero per s — 0, pertanto nei punti con ¥ = 0 la funzione e
differenziabile. Nell'ultima disuguaglianza si & usato il fatto che per ¢ sufficientemente
piccolo si ha la seguente maggiorazione dell’integranda 2tant < 2,

(b) sex #0ey =0siha

‘f(f+svx,y‘+svy>—f(f,}7)‘ 1

S

dt
s]

/5(’”5”3')2?’1/ arctan ¢
0 t

L'estremo superiore di integrazione tende a zero in modulo per s — 0, pertanto per s
sufficientemente piccolo, la funzione integranda in modulo e maggiore di 1/2. Sceglia-
mo a questo punto vy = v, = 1. Si ha

f(% + 505, + s0,) —f(w)‘ LT
e

- il
Pertanto la funzione non ¢ differenziabile nei punti con ¥ # 0, y = 0.

s(x+s)?| x|

2s

>

5]

ESERCIZIO 5.2. Si consideri la funzione f : R? — R:

f(x,y) = max {'xz—kyz_l,min{l,x2 —|—y2}} )

2

Descrivere il grafico di f, determinare per quali punti di R? la funzione & differenziabile, e calcolare

il piano tangente nei punti P; = (0, %,f (O, ;)), P, =(0,2,f(0,2)), P =(0,4,f(0,4)).
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SVOLGIMENTO. La forma della funzione suggerisce di considerare coordinate polari, ovvero
scriviamo

f(pcosb,psinf) = max {p;l,min{l,pz}} :

Pertanto in R il grafico di f & costituito dalla rotazione attorno all’asse z della funzione di una sola

variabile .
-~ L p — .
h(p) := max {z,mm {1,(?2}} :

Osserviamo che /1 non & derivabile per p = 1 0 p = 3. Quindi f non & differenziabile in direzione
radiale per x2 + > = 1o x2 +y? = 9. Il caso p = 0 va studiato a parte. In un intorno di (0,0) la
funzione f coincide con f(x,y) = x* + y?, pertanto & differenziabile in 0. Osserviamo che la funzione
f e differenziabile nei punti richiesti, e f(0,1/2) = 1/4, f(0,2) = 1 e f(0,4) = 3/2. Nei punti di
differenziabilita diversi dall’origine, si ha inoltre:

2x, se0 <x?2+y2 <1,
af(x,y) = dh(p(x,y)) - dxp(x,y) = L O sel<x?2+y2<9,
«f (x,y oh(p(x,y (%, y . =
Z\/TTyZ’ se x~ +y- > 9.
2y, se0 < x*+y? <1,
” 2, .2
9f(x,y) = phlp(x,y) -dyp(ey) = 1% sel<x?+y? <9,
——, sex?+y*>09.
(24/x2 + 42

Nei punti considerati quindi si ha 9, f (O, ;) = 0xf(0,2) = 9xf (0,4) = 0, mentre 9, f (0, ;) =1,
dyf (0,2) =0,9yf (0,4) = 1/2. 1l piano tangente a z = f(x,y) in P & fornito dalla formula:
(Vf(xy), 1), (x,y,2) = P) =0,

oppure
2~ P, = (Vf(x,y), (x— Pr,y — By)).
Nel nostro caso, si ha
1 1

ﬂl:z_izy_il

71'2:2—1:0,

3 1
z——=—(y—4
7-[3 4 2 2(]/ )’
ovwerom :z=y—1/4, m:z=1,m3:y=2z+1

ESERCIZIO 5.3. Calcolare il gradiente della seguente funzione:
2

Xy
ey = [ et
0
nel punto (1,3).
SVOLGIMENTO. Per le proprieta di regolarita dei funzionali integrali, si ha che f e differenziabile
in ogni punto. Si ha inoltre che, posto B(x,y) = xy?, g(t) = e "
2y 2y
V(xy) = (8(B(x,y)) - 9:B(x,y), 8(B(x,y)) - 9yB(x,y)) = (7 ¥y, 2e™ ¥ xy).
Quindi

Vf(ry) = 2 (3,2)
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ESERCIZIO 6.1. Consideriamo la funzione f : R? — R che vale

floy) = min{(x —=1)(y —1), (x + 1) (y + 1)}
Dire per quali punti f & continua e per quali punti & differenziabile.
SVOLGIMENTO. Dividiamo il piano in tre regioni:
H' :={(x,y) eR*: x—1D(y-1) < (x+Dy+1)}={(xy) e R*: x+y >0},
H ={(x,y) eR: (x-1)y—-1)>x+D)y+1)}={(x,y) eR*: x+y <0},
H :={(xy) eR*: (x=1)(y—1) = (x+ )y + 1} ={(x,y) e R*: x+y =0}

In H" la funzione f coincide con f4 (x,y) = (x —1)(y — 1), nei punti di H™ la funzione f coincide
con f_(x,y) = (x +1)(y + 1), inoltre gli insiemi H* sono aperti, perché controimmagine tramite la
funzione continua (x,y) — x +y di |0, +o0[ 0 di | — o0, 0], rispettivamente. L'insieme H= ¢ chiuso ed
¢ la loro frontiera. Pertanto f & C® in H*. Sia quindi (%,7) € H™ e sia {(x4, Yu) }nen. Osserviamo
che:

(1) se (x4, yn) € H=, allora f(x,,yn) = fr(xn,yn) — fr(X,7) per definizione ;

(2) se (xn,yn) € HY, allora f(xn,yn) = fr(xXn,yn) = f+(%,7) = f—(%,7) perché (%,7) € H=;

(3) se (x4, yn) € H™,allora f (x4, yn) = f-(Xn,yn) = f-(X,¥) = f+(%,7) perché (X,7) € H-.
In tutti i casi quindi il valore del limite coincide con f (%, 7), pertanto la funzione & continua ovunque.

Discutiamo la differenziabilita nei punti di H=. A tal proposito, consideriamo un punto (%,7) e
v=(1,1).

—_

f+((%,9) + tv) - f+(%,§)

Do/l =iy t - =
= i S EDN I TS &I e gy ) =24 247=2
s—0 S
Tuttavia, se f fosse differenziabile, si dovrebbe avere per linearita D, f (%, 7) = —D_,f(%,7), quindi

f non e differenziabile in H~.

ESERCIZIO 6.2. Le dimensioni di un parallelepipedo di legno sono di 10cm, 12cm e 20 cm con
un errore possibile di 0.05cm in ogni direzione. Si determini approssimativamente il massimo errore
nella misura della superficie totale del parallelepipedo causato da errori nelle misure dei singoli
spigoli. Si determini I’errore percentuale massimo.

SVOLGIMENTO. Indicate con x,y, z le lunghezze degli spigoli del parallelepipedo, la superficie
totale misura S(x, y, z) = 2(xy + xz +yz). Il differenziale di tale funzione e dS(x,y,z) = 2(y +z) dx +
2(x+z)dy +2(x +y) dz, da cui

d5(10,12,20) = 64dx + 60 dy + 44 dz.
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L’errore massimo si ha quindi quando tutti gli errori delle misurazioni sono dello stesso segno, e vale
d5(10,12,20)(0.05,0.05,0.05) = 8.4 cm?.
L’errore percentuale & dato da

d5(10,12,20)(0.05,0.05,0.05) _ 84 _ .,
5(10,12,20) 11200 T

ESERCIZIO 6.3. Si consideri la funzione F : R? — R3 definita da
F(x,y,z) :== (3x* +y% 4 (x* +¥*) , 22 +3),
e la funzione ¢ : [0, +00[x [0, 277[ xR definita da
P(r,t,z) := (rcos(t),rsin(t),z).
Utilizzando la regola della catena per i differenziali, si calcoli la matrice Jacobiana di F o .

SVOLGIMENTO. Le matrici Jacobiane di F e i sono &

6x 2y 0 cos(t) —rsin(t) 0
JacF(x,y,z):= [8x 8y 0 Jacy(r, t,z) := | sin(t) rcos(t) O
0 0 2z 0 0 1

La regola della catena richiede di calcolare Jac F sui punti P(r,t,z), pertanto

6rcos(t) 2rsin(t) 0
JacF(y(r, t,z)) = (Srcos(t) 8rsin(t) 0)
0 0 2z

A questo punto si ha

Jac(Fo)(r,t,z) =JacF(¢(r,t,z)) oJacy(r, t,z)
6rcos(t) 2rsin(t) 0 cos(t) —rsin(t) 0
(8rcos(t) 8rsin(t) O) (sin(t) rcos(t) O)
1

0 0 2z 0 0
2r(cos(2t) +2) —4r?sin(t)cos(t) 0
0 0 2z

Il risultato puo essere verificato per calcolo diretto osservando che

Foul(r,t,z) = (r*(cos(2t) +2),41%,2* 4 3),

da cui
2r(cos(2t) +2) —4r?sin(t)cos(t) 0
Jac(Fo)(r, t,z) = 8r 0 0],
0 0 2z

che conferma il precedente.

ESERCIZIO 6.4. La traiettoria di una particella in un fissato sistema di riferimento e descritta dal
sistema di equazioni differenziali

11(t) = filx(t), x2(t)),
0(t) = fo(x1(t), x2(t)).

Si consideri la trasformazione di coordinate (1, y2) = ¥(x1,x2) = (P1(x1, x2), P2(x1, x2) ). Siscrivano
le equazioni differenziali che descrivono la traiettoria nel nuovo sistema di riferimento.
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SVOLGIMENTO. Poniamo X(t) = (x1(t),x2(t)) e F(x1,x2) = (fi(x1), f2(x2)). La traiettoria
espressa nel nuovo riferimento & data da ¢t — Y(t) := i o X(t). Derivando, si ottiene

d

g V(1) = Jacy(X(1) ;X(t) = Jacy(X(t)) o F(X(t))
_ <ax14’1(x1( ), x2(t)) xz¢1(xl(t)/xz(f))> fi(xa(t )rxz(f))>
Oy, P2(x1(t), x2(t)) O, p2(x1(t), x2(t)) ) \fa(xa(t), x2(t)) )’

da cui si ricava
{J]l(f) = Ox 1 (x1(t), x2(2)) fi(x1(t), 22(F)) + 9,1 (x1(2), 22(£)) f2 (1 (2), x2(t)),
Y2(t) = 0 92 (x1(t), x2(t)) fr (x1(£), x2()) + 9y 2 (x1(8), x2()) fo (21 (t), x2(t)),
e pertanto nel nuovo sistema di riferimento si ha:

{y'l(t) = 0 1 (¢ (1 (8), v2(1)) fro 9~ (wa (), y2(£)) + 01 (¥ 1 (va (1), w2 (1)) f2 0 9 (wa (1), w2 (1)),
Y2(t) = 0x 2 (9~ (w1 (1), v2 () fro 9™ (1 (1), y2(1) + Oxyp2 0 9 (ya (1), y2(1)) f2 0 9 (ya (1), w2(t)),

DEFINIZIONE 6.5 (Funzioni bilineari). Siano E, F, G tre spazi vettoriali. Diremo che un’applica-
zione b : E x F — G e bilineare se

5(0651 + 1352, _’) = (Xb( U1, ) -+ ,Bb(azl ﬁ;)
b(T, aty + B2) = ab(T, @W1) + Bb(T, @2)
per ogni @, 1, U2 € E, @, @1, W2 € F, a, € R. Indicheremo con #?(E x F,G) l'insieme delle

funzioni bilineari di E x F a G. In modo del tutto analogo a quanto visto per le funzioni lineari,
anche #%(E x F, G) & spazio vettoriale rispetto a somma puntuale e moltiplicazioni per scalari.

PROPOSIZIONE 6.6 (Differenziale delle funzioni lineari e bilineari). Siano E, F, G tre spazi vettoriali
di dimensione finita. Allora:
(1) per ogni £ : E — F lineare, si ha
oL (%)

0w

= {(d), perogni X, w € E, W # 0

Di¢(X) ={, perogniX € E

(2) perognib: E x F — G bilineare, si ha

—b(¥, i) =b(X, @)+ b(F,¥), perogni (¥,),Z€ ExF, Z = (7,@) #0

Db(X,)(J,w) = b(¥, @)+ b(T,y), perogni (X,¥), (J,@) € EXF

DIMOSTRAZIONE.
(1) La prima uguaglianza deriva da
lim ((X+tw) — (%) lim ((X+t%—F) @),
t—0 t t—0 t

e questo, per il Teorema del Differenziale Totale, implica che /(-) sia differenziabile in ¥ e
valga la seconda formula.
(2) PostoZ = (¥, @) € E x F\ {(0,0)}, calcoliamo

9 . bELIFF+D) - b(E )
g,b(x,y) %0

t—0 t
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In modo del tutto analogo al caso lineare, il Teorema del Differenziale Totale implica che

b(-,-) sia differenziabile in (¥, %) e che valga la seconda formula.
Si osservi che tale risultato non dipende dalla base scelte su E, F o G. Per estendere tale risultato a
spazi di dimensione infinita & necessario aggiungere l'ipotesi che ¢(-) e b(+, -) siano continue (il che &
automaticamente vero negli spazi di dimensione finita). O

ESERCIZIO 6.7.
(1) Data una matrice A € Maty,«,(IR), si consideri la funzione bilineare b4 : R” x R” — R
definita da by (x,y) = (Ax, y)rn, dove (-, -)ga & il prodotto scalare di R%.
(2) Data la funzione lineare ¢ : R" — R" x R" definita da ¢(x) = (x,x), se ne calcoli il
differenziale.
(3) Data una matrice G € Mat,x,(RR), si consideri la funzione h(x) = (Gx,x)r: = x'Gx =
bg o £(x) e se ne calcoli il differenziale.

SVOLGIMENTO. Calcoliamo il differenziale di b4 nel generico punto (x,y): si ha
Dba(x,y)(u,0) = ba(x,0) +ba(u,y) = (Ax, k)rn + (A, y)rn = (Ax, 0)gn + (ATy, u) e
= ((ATy, Ax), (1, 0))gmsn,
Vba(x,y) = (Aly, Ax).

Poiché ¢ & lineare, il suo differenziale in ogni punto coincide con la funzione stessa, quindi D/¢(x) = /.
In particolare, D¢(x)(u) = £(u) = (u, u) per ogni x, u € R". Differenziando 5, si ha

Dh(x)(u) = Dbg(¢4(x)) o DE(x)(u) = Dbg(x, x)(u, u) = (Ax, u)re + (GTx, u)gn = (G +GD)x, tt)Rs,

da cui Vi(x) = (G + GT)x. Nel caso particolare in cui la matrice G & simmetrica, si ottiene Vh(x) =
2Gx.
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Lezione del giorno mercoledi 11 novembre 2020
Massimi e minimi per funzioni di pit variabili I (Durata 1715')

OSSERVAZIONE 7.1. Siano X, Y normati, D C X aperto, f : D — Y una funzione, u € X. Se per
ogni x € D esiste 9, f(x), si pud considerare la funzione d,,f : D — Y che associa ad x l’elemento di
Y dato da 9, f(x). A questo punto, fissato v € X, ci si pud chiedere se esista 0 meno 9,(d, f)(x) =

5 f ().

Richiamiamo la seguente:

DEFINIZIONE 7.2. Siano X, Y normati, D C X aperto, f : D — Y una funzione differenziabile
in ogni punto di D. Resta definita una mappa df : D — L(X,Y) definita da p — df(p). Essendo
lo spazio £(X,Y) normato, ha senso chiedersi se quest’applicazione sia a sua volta differenziabile

come mappa tra spazi normati. In tal caso, il differenziale di df in p prende il nome di differenziale
secondo di f in p e si indichera con f”(p), D*f(p) ecc. Si ha che D*f(p) € L(X, L(X,Y)).

DEFINIZIONE 7.3. Siano X, Y, Z spazi normati su K (al solito K = R o C. Un’applicazione
B : X x Y — Z sidice bilineare se per ogni x,x1,x2 € X, y,y1,y2 € Y, a, p € Ksiha:
Blaxi + pxa,y) = aB(x1,y) + pB(x2,y)
B(x,ayr + Bya) = aB(x, y1) + BB(x,2),
ovvero la funzione B & lineare in ciascun argomento.

Il prodotto X X Y eredita da X, Y una naturale struttura di spazio vettoriale normato:

(1) le operazioni di somma e prodotto per scalari vengono eseguite componente per componen-
te:
a(x1,y1) + B(x2, y2) = (ax1 + Bxo, ay1 + By2).
(2) in perfetta analogia al caso IR?, & possibile definire ciascuna di queste norme ((x,y) € X x Y,
p=1)

1/p
G ) My = (Il + Iy lIF) 1Y) lloof ey = maxg[lx[|x, [lyllv},
che risultano tra di loro tutte topologicamente equivalenti tra loro.
Definiamo lo spazio delle forme bilineari e continue su X:

L3(X x X,Y) := {B: X x X — R bilineari e continue},

dove su X x X si pone una qualunque delle norme tra loro topologicamente equivalenti illustra-
te in precedenza (norme topologicamente equivalenti restituiscono com’e noto la stessa nozione di
continuita).

PROPOSIZIONE 7.4. Siano X, Y spazi normati su K. Allora
L(X,L(X,Y)) ~ LYX xX,Y).

OSSERVAZIONE 7.5. Supponiamo X = R", Y = R, D aperto di X. Data f : D — R, il differenziale
secondo in un punto & una mappa da R" allo spazio L(IR",R). Si & visto come lo spazio £L(IR",R)
sia isomorfo a IR", pertanto il differenziale secondo di f e rappresentabile come una mappa lineare
da R" a R". Tutte le mappe lineari da R” a IR” sono rappresentabili medianti matrici quadrate n x n
a coefficienti reali. In definitiva, fissato p € D esiste una ed una sola matrice H € Mat, ., (R) tale che

(df(p)() (k) = (H I k),
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dove a destra vi e l'usuale forma quadratica associata ad una matrice quadrata H applicata a due
vettori 11,k € R” (scriveremo anche H(h, k)). Tale matrice prende il nome di matrice hessiana di f in p
e si indica con Hf (p) oppure D?f(p) o anche V2f(p), Hess f(p). Si ha

axlxlf(P) a?c]xnf(p)
Hess f(p) := : :

R fp) o P f(p)

DEFINIZIONE 7.6. Sia X insieme, f : X — R una funzione.

(1) un punto a € X & detto di minimo assoluto per f se f(y) > f(a) per ogniy € X. Il minimo si
dice stretto se f(y) > f(a) perogniy € X,y # a.

(2) un punto a € X e detto di massimo assoluto per f se f(y) < f(a) per ogni y € X. Il massimo
si dice stretto se f(y) < f(a) perogniy € X,y # a.

DEFINIZIONE 7.7. Sia X spazio topologico, f : X — R una funzione.

(1) un punto a € X & detto di minimo locale per f se esiste U intorno di a tale che f(y) > f(a)
per ogni y € U. Il minimo si dice stretto se f(y) > f(a) perogniy € U,y # a.

(2) un punto a € X & detto di massimo locale per f se esiste U intorno di a tale che f(y) < f(a)
per ogni y € U. Il minimo si dice stretto se f(y) < f(a) perogniy € U,y # a.

Massimi e minimi locali vengono detti estremanti locali.

DEFINIZIONE 7.8. Siano X normato, D C X aperto, f : D — R, a € D. Se a & estremante di f e
u € X e tale che D, f(a) esiste, allora D, f(a) = 0. In particolare se f & differenziabile in a si ha che
Df(a) &la funzione nulla.

DEFINIZIONE 7.9. Siano X normato, D C X aperto, f : D — R differenziabile in D. Siaa € D.
Diremo che a & critico per f se Df(a) = 0.

TEOREMA 7.10 (Schwarz). X normato, D apertodi X, f : D — R, p € D. Supponiamo che 9, f (x),
d»f (x), 0,00 (x) esistano in un intorno di p e siano continue in p. Allora esiste 0,0, f (p) e vale:

900uf(p) = duduf(p).
DEFINIZIONE 7.11. Se X = IR", la matrice (simmetrica) delle derivate seconde di f:

H(p) = (9:9if(p));j
prende il nome di matrice hessiana di f calcolata in p, verra indicata anche con Hess f(p).

TEOREMA 7.12. Sia D C R" apertoe f € C3(D, R). Sia a critico per f. Allora:

(1) Se la forma quadratica f"(a)(h, h) associata alla matrice hessiana di f e definita positiva (negativa)
allora a e di minimo (massimo) locale stretto per f;

(2) Sela forma quadratica f' (a)(h, h) associata alla matrice hessiana di f assume valori di ambo i segni,
allora a non é né di massimo né di minimo per f e prende il nome di punto di sella;

(3) se a e di minimo (massimo) locale per f, allora f''(a)(h, h) é semidefinita positiva (negativa).

DEFINIZIONE 7.13. Lo studio degli estremanti locali p, nel caso il differenziale secondo in p esista,
& quindi ricondotto allo studio degli autovalori della matrice hessiana H = D?f(p) di f nel punto p:

(1) Se tutti gli autovalori di D?f(p) sono strettamente positivi, la matrice hessiana ¢ definita
positiva, se sono tutti strettamente negativi, la matrice hessiana e definita negativa. Quindi
se p & critico e rispettivamente di minimo stretto o di massimo relativo stretto.

(2) Se gli autovalori non nulli di D?f(p) sono positivi, la matrice hessiana & semidefinita positi-
va, se sono negativi , la matrice hessiana e semidefinita negativa. In generale in questo caso
non possiamo concludere che se p ¢ critico esso ¢ un massimo o minimo relativo.

(3) Se compaiono autovalori di segno discorde, allora si ha un punto di sella.

(4) Se, preso un elemento della diagonale, esso e tutti i minori principali ottenuti orlando via
via con nuove righe e colonne di uguale indice, sono strettamente positivi, allora la forma
quadratica associata ad H ¢ definita positiva.
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(5) Preso un elemento della diagonale, consideriamo esso e tutti i minori principali ottenuti
orlando via via con nuove righe e colonne di uguale indice. Se fra questi minori quelli di
ordine dispari sono strettamente negativi e quelli di ordine pari strettamente positivi, allora
la forma quadratica associata ad H ¢ definita negativa.

OSSERVAZIONE 7.14. Si ricordi che se A & una matrice 2 x 2, allora gli autovalori sono soluzioni
dell’equazione
A? —tr(A)A +detA =0,

dove tr(A) ¢ la traccia di A, ovvero la somma degli elementi della diagonale principale di A.

OSSERVAZIONE 7.15. Nel caso speciale in cui f : QO — R con Q aperto di R?, (xq,10) € Q,
V f(x0,y0) = 0, i criteri precedenti si riducono a:
- Se 92, f(x0,y0) > 0 e det D?(xo,y0) > 0 allora (xg, yo) & di minimo.
- Se 32, f(x0,y0) < 0edetD?(xo,y0) > 0allora (xg, yo) & di massimo.
- Se det D?(xo,0) < 0 allora (xo, yo) & di sella.
- Se det D?(x0,9) = 0 nessuna informazione.

OSSERVAZIONE 7.16. Si ricordi che lo studio dei punti critici fornisce condizioni sufficienti per
i minimi locali: infatti presuppone 1'esistenza di differenziale primo e secondo. Gia in R si & visto
come la funzione f(x) = |x| abbia minimo in 0 pur non essendo derivabile.

ESERCIZIO 7.17. Calcolare massimi e minimi relativi delle seguenti funzioni:
1) flx,y) =223 +1° —3x* — 3y
2 fry) =2+ - (1+x+y)°
(3) f(x,y) = cosx siny
@) f(xy) =x*+x%y+y*+3
®) flxy) = x*+y' = 2(x* +y*) + 4xy
SVOLGIMENTO. Tutte queste funzioni hanno derivate parziali continue in ogni punto, pertanto

il differenziale primo esiste, inoltre le derivate parziali seconde esistono e sono continue, pertanto il
differenziale secondo esiste.

(1) Calcoliamo i punti critici di f:

oxf(x,y) =6x> —6x =0= x € {0,1},
dyf(x,y) =3y*-3=0=y e {1,-1}.

Si ricava che vi sono quattro punti critici: (0, £1) e (1, +1). Calcoliamo la matrice hessiana

di f:
; (% f(p) B f(p)
D f(x,y) =: < 2. f(p) aﬁif(p) )

osservando che per il Teorema di Schwarz tale matrice € simmetrica.

aazcxf(xr y) =12x -6, aixf(x/ y) = aazcyf(x/ y) =0, a;yf(x/ y) = 6y.

Pertanto:
12x—6 0
sz(x/y) =: < 0 6y )

In particolare, gli autovalori di D?f(x,y) sono A1(x,y) = 12x — 6 e A»(x,y) = 6y. Andiamo
a studiare il segno di tali autovalori nei quattro punti critici:
(@) A1(0,1) = —6, A2(0,1) = 6: autovalori discordi, (0, 1) & di sella.
(b) A1(0,—1) = —6, A2(0, —1) = —6: autovalori strettamente negativi, (0, —1) & di massimo
relativo.
(c) A1(1,1) =6, A2(1,1) = 6: autovalori strettamente positivi, (1,1) e di minimo relativo.
(d) A(1,—-1) =6, Ax(1, —1) = —6: autovalori discordi, (1, —1) & di sella.



42

(2)

)

7. Massimi e minimi per funzioni di piti variabili

Prima di procedere osserviamo che la funzione & simmetrica f(x,y) = f(y, x), Cid abbrevie-
ra notevolmente i calcoli. Calcoliamo i punti critici di f:

Orf(x,y) =3x>-3(1+x+y)?=0
dyf(x,y) =32 —3(1+x+y)?=0.

Sottraendo membro a membro le due equazioni, si ricava x = %y. Sostituendo x = —y, si ha
3y* —3 = 0,dacuiy = £1, per cui i punti critici risultano (—1,1) e (1, —1). Sostituendo x =
ysiha3y? —3(1+4y*+2y) =0dacuiy = —1 ey = —1/3, per cui i punti critici risultano
(—1,—1) e (—1/3,—1/3). Osserviamo che l'insieme dei punti critici & chiuso rispetto alla
simmetria (x,y) — (y, x), com’era lecito attendersi.

Calcoliamo le derivate seconde:

(B f(xy) R f(ny)\  [(6x—6(1+x+y) —6(1+x+y)
Hess f(x,y) := (E);xf(x,y) aﬁif(x,y)> - ( _6(1+x+y)y 6y—6(1—|—x4}{y)>'

Si ha quindi
1= (7% 7). o, -1 = (5 ),
D*f(—1,—-1) =: (2 8) D?f(—-1/3,-1/3) =: (:‘21 :i).

Calcoliamo gli autovalori in (—1,1): essi sono soluzioni di A? + 124 — 36 = 0, ovvero A =
—6+6v2e A = —6 — 61/2. Essi sono di segno discorde, quindi questo punto & di sella.

Calcoliamo gli autovalori in (1, —1): essi sono gli stessi di (—1, 1) quindi questo punto &
di sella.

Calcoliamo gli autovaloriin (—1, —1): essi sono soluzioni di A2 —36 =0,0vvero A = 16,
essi sono di segno discorde, quindi questo punto e di sella.

Calcoliamo gli autovalori in (=1/3,—1/3): essi sono soluzioni di A2+ 8\ +12 =0, ov-
vero Ay = —6, A, = —2. Essi sono strettamente negativi, quindi questo punto ¢ di massimo
relativo. Si poteva procedere anche osservando che il primo elemento della diagonale princi-
pale (minore di ordine dispari) & strettamente negativo, e il determinante (ovvero il minore
di ordine pari ottenuto orlando il precedente di una riga e colonna dello stesso indice) &
positivo.

La funzione e 27t-periodica in ciascuna delle sue componenti. Pertanto limitiamo lo studio
al quadrato [0,27[x [0, 277[, estendendo poi i risultati per periodicita. Le derivate parziali
sono dyf (x,y) = —sinxsiny e d, f(x,y) = cos x cosy. Studiamo i punti critici, ovvero dove
esse si annullano simultaneamente. Siha 0. f(x,y) = 0 per x € {0, 7} oppure y € {0, 7},
edyf(x,y) = 0perx € {m/2,3m/2} oppurey € {7/2,37/2}. I punti critici sono quindi
(0,7t/2),(0,37t/2), (rr, t/2), (7,37/2), (7/2,0), (37t/2,0), (1t/2, ), (37/2, ).

Le derivate seconde sono

02, f(x,y) = —cosxsiny, 8§yf(x, y) = —cos xsiny, aiyf(x, y) = —sinxcosy.
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Si ha quindi:

_0 1 > massimo, sz(0,37'c/2) =: > minimo,

> minimo, D*f(m,37/2) =: > massimo,

1 _01 >sella, D*f(37/2,0) =: ( (1) (1) >sella,

(1) > sella, D*f(3m/2, 1) =:

Pertanto:
(a) la funzione assume il massimo nei punti (2kr, 7r/2 + 2hm), (7t 4 2k, 37t/2 + 2hm),
h,k € Z, e tale massimo vale 1.
(b) la funzione assume il minimo nei punti (2krt, 37t /2 + 2hr), (0 + 2k, 7w/2 4 2hm), b, k €
Z., e tale minimo vale —1.
(c) ipunti (7t/2+ krt, hrt), h,k € Z sono di sella.

(4) Le derivate parziali sono
O f(x,y) = 4x° + 2xy = x(4x* + y), oy f(x,y) = x> +2y.
Tali derivate su annullano simultzaneamente s.olo2 in (0, 02) come si Vedezper sostituzione.
E:l;(ﬁfcrl?o le derivate seconde: d%, f(x,y) = 12x* +2y, 9y, f(x,y) = 2, 9y, f(x,y) = 2x. Si

D?£(0,0) =: ( 8 g > semidefinita positiva.

La matrice & semidefinita, per cui non possiamo immediatamente dire se (0,0) sia un estre-
male. Osserviamo che f(x,y) = g(x?,y) dove ¢(v,w) = v* + vw + w? + 3. Studiamo il
segno dell’espressione v + vw + w? per v > 0 (infatti ¢ v = x> > 0se x # 0). Perv > 0
fissato, risolviamo v? + vw + w? = 0 come equazione in w. Il discriminante di tale equazione
¢ v? — 4v? < 0, quindi 'espressione v* + vw + w? non & mai nulla se v > 0. In particolare
(prendendo i limiti per w — 400 per v > 0 fissato) si ottiene che tale espressione & sempre
strettamente positiva. Quindi f(x,y) = g(x2,y) > 3 = f(0,0) per ogni x # 0, e quindi (0, 0)
& di minimo assoluto stretto.

(5) Sia f(x,y) = x* + y* — 2(x% + y*) + 4xy. Le derivate parziali sono
O f(x,y) = 4x° — 4x + 4y, oy f(x,y) = —4y° + 4x.

Esse si annullano nei punti che soddisfano x = ¥, 4y — 4y® + 4y = 0, ovvero x = 13,
y(y¥® —y* +1) = 0. Si ha la soluzione (0,0). Proviamo che essa ¢ l'unica. E’ sufficiente
provare che y® —y?> +1 # O0sey # 0: infatti, se 0 < |y| < 1si hal—y? > 0, pertanto
Y-y +1>1y® >0,eselyl >1sihay® >y>dacuiy®—y*+1 > 1 > 0. Quindi
"'unico punto critico & l'origine. Calcoliamo le derivate seconde: 92,f(x,y) = 12x> — 4,
O, f(x,y) = =12y 03, f(x,y) = 4. Si ha quindi:

D2(0,0) =: ( e )sella,

perché gli autovalori sono soluzioni di A? +4A — 16 = 0, ovvero A = —2 4+ 2+/5, quindi sono
di segno discorde.






CAPITOLO 8

Lezione del giorno mercoledi 11 novembre 2020
Massimi e minimi per funzioni di pit variabili IT (Durata 1"15')

ESERCIZIO 8.1. Determinare A, ¢ € R in modo che la funzione:
flry) =2 +xy+Ax+py

abbia un punto critico P = (1/+/3,0). Trovare quindi per la f(x, y) relativa a quei particolari valori
di A e p tutti i punti di massimo e minimo relativo.

SVOLGIMENTO. Per ogni A, i € R la funzione & C2. Calcoliamo le derivate parziali:
oxf(x,y) =32+y+A,
df(x,y) =x+u.
Dobbiamo imporre che esse si annullino nel punto (1/ \@,0), pertanto si ottiene y = —1/ V3 e

A = —1. Quindi la funzione con questi valori dei parametri risulta:

1
3 2
XY)=x"+xy"—x——1y,
flxy) y 7Y
e le sue derivate parziali risultano essere: d.f(x,y) = 3x>+y — 1 e d,f(x,y) = x —1/v/3. Tali
derivate si annullano simultaneamente solo in P che pertanto & 1'unico punto critico. Calcoliamo le
derivate seconde:

O f(x,y) = 61, Iy f(x,y) =0, Iy f(x,y) =1,

pxre) = (2 1)

Gli autovalori sono le soluzioni di A2 —2+v/3A —1 = 0, ovvero v/3 + 2, di segno discorde, quindi si
ha un punto di sella.

pertanto si ha:

ESERCIZIO 8.2. Sistudino, al variare di « € R i punti di massimo e minimo per la funzione
f(x,y,2) = cos® x +y* — 2y + 1+ az’.
Si dica se f e superiormente o inferiormente limitata.

SVOLGIMENTO. La funzione & C? su tutto R3. Osserviamo inoltre che scelta la curva y(t) =
(0,t,0), si ha fliT foy(t) = 4oo, pertanto la funzione & superiormente illimitata e non ammette
— 400

punti di massimo assoluto.
Se w < 0, scelta la curva y(t) = (0,0,t), si ha tEr+nOOf o 7y(t) = —oco quindi per « < 0 la funzione &
inferiormente illimitata e non ammette punti di minimo assoluto.
Sewx > 0siha
flx,y,z) > yz —2y+1=f (g —l—kn,y,O) ,keZ,
e il minimo assoluto di y — y* — 2y + 1 si ha per y = 1. Quindii punti (¥ + k7, 1,0), k € Z, sono di
minimo assoluto per f e vale f(5 +k7m,1,0) = 0 perk € Z.

45
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Studiamo ora gli estremali relativi. Calcoliamo le derivate parziali:
dxf(x,y,z) = —2cos xsinx = — sin(2x)
dyf(x,y,z) =2y —2
d:f(x,y,z) = 2uaz.
02, f —2cos(2x)
Ay f
f

/\/\/\/‘\

x,y,2) =
x,Y,2) =
X,Y,z) =2
fxy,2) = 0% f(x,y,2) = 0%, f(x,y,2) = 0.
Distinguiamo due casi:

(1) Supponiamo & # 0. Allora i punti critici sono P, = (k7t/2,1,0), k € Z. Siha 9%, f(P) =
2(—1)k+1, 9, f(Pc) = 2 e d2,f(P) = 2a, le altre derivate seconde sono tutte nulle. Si ha

quindi
2(-1)1 0 0
D*f(P) = 0 2 0
0 0 2u

Se « > 0, il punto P, & un minimo per k dispari e una sella per k pari. Se P, ¢ di minimo,
allora f(P;) = 0. Se invece « < 01 punti P sono tutti di sella.

(2) Supponiamo « = 0. Allora i punti critici sono Py, = (km/2,1,z), k € Z, z € R. Si ha
92, f (P) = 2(=1)F1, 92 f(Py) = 2, le altre derivate seconde sono tutte nulle. Si ha quindi

2(-1)T 0 0
D*f(P.) = 0 20
0 0 0

La matrice ¢ semidefinita, quindi la teoria generale ci dice che non potremmo concludere
nulla. Tuttavia per ogni z si ha che f(x,y,z) = f(x,y,0) perché la funzione non dipende da
z. In particolare, detta g(x,y) = f(x,y,0) = f(x,y,2), si ha che (x,y,z) & estremale relativo
di f se e solo se lo & per g. La matrice hessiana di g nei punti Qy = (krt/2,1) &

%2(Qy) = ( 210 )

Poiché Py, = (Qk, z), si ha che il punto P, & un minimo per k dispari e una sella per k pari.
Se Py, & di minimo, allora f(P,) = 0.
Riassumendo:

(1) Per « > 0 la funzione non ammette massimi assoluti, i punti critici sono P, = (k7t/2,1,0),
k € Z, e tali punti sono minimi relativi e assoluti per k dispari e selle per k pari. Il valore
minimo di f e 0.

(2) Per « < 0 la funzione non ammette né minimi, né massimi assoluti, i punti critici sono

= (kt/2,1,0), k € Z, e sono tutti punti di sella.

(3) Per « = 0, la funzione non ammette massimi assoluti, i punti critici sono

P, = (kmt/2,1,2) keZ,zeR,
e sono minimi relativi e assoluti per k dispari, e selle per k pari. Il valore minimo di f e 0.

ESERCIZIO 8.3. Si calcolino al variare din € IN'\ {0} i punti di massimo e minimo locali e assoluti
della funzione f,, : R> — R definita da

fa(x,y) = (x* + 3xy> + 2y*)".

Si dica se tale funzione & superiormente o inferiormente limitata.
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SVOLGIMENTO. La funzione f, si pud scrivere come composizione delle funzioni g : R — R
definita da ¢(x,y) = x? + 3xy? + 2y* e h(s) = s", h : R — R, infatti:

f(x,y) =h(g(x,y)).

Distinguiamo ora i casi n dispari e n pari:
(1) La funzione h e strettamente crescente per n dispari. Pertanto per n dispari si ha

flxr,y1) = h(g(x1,y1)) > h(g(x2,y2)) = f(x2,y2) <= g(x1,y1) > g(x2, ¥2),

quindi i punti di massimo e minimo relativi e assoluti di f sono esattamente i punti rispet-
tivamente di massimo e minimo relativo e assoluto di g, e pertanto non dipendono da n
(purché n sia dispari). Studiamo quindi la funzione g. Scelta la curva y(t) = (0, t) si ha che
tlgg goy(t) = 400, quindi g & superiormente illimitata e non ammette massimo assoluto, e

quindi anche f & superiormente illimitata e non ammette massimo assoluto.

Siha
2
g(xy) = (x + ;]/2) - %13/4-

Scegliamo quindi la curva y(t) = (—3/2t?,t) e osserviamo che tlirn goqy(t) = tlim —tt/4 =
—00 —00
—oo, pertanto ¢ non ammette minimo assoluto e quindi nemmeno f.

Studiamo i punti critici di g: le derivate parziali sono
0:8(x,y) = 2x + 3y, 9yg(x,y) = bxy + 8y’ = 2y(3x + 4°)

La derivata prima rispetto ad y si annulla per y = 0, in tal caso la derivata prima rispetto
alla x si annulla per x = 0. Se y # 0, la derivata prima rispetto ad y si annulla per x =
—4y? /3, sotituendo nella derivata prima rispetto alla x si ottiene —8y?/3 + 3y*> = 0 da cui
(—8/3 + 3)y?> = 0 che non ammette soluzioni non nulle. Quindi 'unico punto critico &
'origine e ¢(0,0) = 0. Fissato un intorno V dell’origine, consideriamo la curva y(t) =
(—3/2t2,t) e osserviamo che per t > 0 sufficientemente piccolo si ha y(t) € V. Proviamo
questo fatto: esiste ¢ > 0 tale per cui B((0,0),¢) C V per definizione di intorno, d’altra parte
siha |y(t)| = V9/4t* + 2 che tende a zero per t — 0, pertanto esiste § > 0 tale per cui se
|t| < dsiha|y(t)] < eequindivy(t) € B((0,0),e) C V.

Ma allora go y(t) = —t*/4 < 0 = £(0,0) per ogni t €]0,§[ pertanto ogni intorno di 0
contiene punti dove g & minore di g(0,0). D’altra parte scelta la curva 7y, (t) = (¢,0) si ha che
per t sufficientemente piccolo () appartiene ancora a V (stesso ragionamento precedente)
egoq(t) =t >0 = ¢(0,0) per ogni t # 0. Quindi in ogni intorno di (0,0) esistono sia
punti in cui g & maggiore di g(0,0), sia punti dove g & minore di g(0,0). Quindi (0,0) e di
sella per g e quindi per f.

Sebbene non indispensabile, osserviamo a margine che (0,0) non & l'unico punto criti-
co di f, perché la funzione & ammette come punto critico 0, quindi tutti i punti (x,y) con
¢(x,y) = 0 sono critici per f. Tuttavia essi non sono massimi o minimi relativi per f, al-
trimenti per la stretta monotonia, lo dovrebbero essere per ¢ ma 1'unico punto critico di g &
(0,0) che e di sella.

(2) Se n e pari, la funzione h(s) & sempre non negativa e raggiunge il suo minimo assoluto per
s = 0, quindi i punti x2 + 3xy? + y* = 0 sono tutti punti di minimo assoluto e in essi f vale
0. Con lo stesso ragionamento precedente, si ha che non esistono punti di massimo assoluti.
Inoltre si ha che la restrizione di & a ciascuno degli insiemi [0, +-oo[ e | — 00, 0] & strettamente
monotona L'insieme G := {(x,y) : x* +3xy* +y* > 0} & aperto perché g & continua.
In esso non vi sono estremali relativi per f: infatti, se vi fossero, sarebbero estremali di g
perché ¢(G*) CJ0, +oo[ e & su tale insieme & strettamente monotona. Tuttavia come gia
visto g ammette come unico punto critico (0,0) ¢ G*. Analogamente, non vi sono estremali
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relativi di g e quindidi f su G~ := {(x,y) : x* +3xy? + y* < 0}. Pertanto gli unici estremali
di f in questo caso sono i punti di minimo assoluto x> + 3xy* + y* = 0 e in essi f vale 0.

ESERCIZIO 8.4. Si studi la natura del punto (0,0) per la funzione f : R> — R definita da
flx,y) =log(1+x%) — x* + x> +y° +2.

SVOLGIMENTO. Osserviamo che f(0,0) = 2. Il punto (0,0) & un punto critico: 9,f(0,0) =
dyf(0,0) = 0. Consideriamo la curva y(t) = (0,t). Si ha per  # 0 che f o y(t) = £ + 2. Fissato un
intorno dell’origine, per |t| sufficientemente piccolo, si ha che 1 (t) appartiene tale intorno: infatti
}ir%'y(t) = (0,0). Inoltre per t > Osiha foy(t) > 2 = f(0,0) e foy(t) <2 = f(0,0) pert < 0.
—

Pertanto (0,0) e di sella.

ESERCIZIO 8.5. Si determinino gli eventuali punti di massimo e minimo assoluto e relativo per
le funzioni f, ¢ : R® — R definite da

fxyz) =2y —1)P>(z+2) gx,y,2) =1/x+1/y+1/z+ xyz.
Si dica se tali funzioni sono superiormente o inferiormente limitate.

SVOLGIMENTO. Consideriamo la curva () = (1,t,1). Siha f o y1(t) = 9(t — 1)3, pertanto per
t — Zooil limite di f o y1(t) & o0, f & superiormente e inferiormente illimitata, quindi non esistono
massimi o minimi assoluti per f

Calcoliamo i punti critici di f:

oxf(x,y,2z) =2x(y — 1)3(z +2)?
dyf(x,y,2) = 3x°(y — 1)*(z +2)?
0.f(x,,2) = 2x*(y — 1)%(z +2).

Le derivate sono tutte nulle per x = 0 oppure y = 1 oppure z = —2. Quindi si hanno i punti critici:
(0,y,2), (x,1,2), (x,y, —2) al variare di x,y, z € R. In tutti i punti critici la funzione vale 0. Nei punti
critici (0,y,z) e (x,y, —2) osserviamo che per y > 1, esiste un intorno di (0,y,z) e (x,y, —2) dove la
funzione & positiva: infatti se y’ & sufficientemente vicino a y > 1 allora (x')?(y’ — 1)3>(z +2)? > 0.
Per y < 1, analogamente, esiste un intorno di (0,y,z) e (x,y, —2) dove la funzione & negativa. Per
y = 1 ogni intorno di (0,1,z) e (x,1, —2) contiene punti dove la funzione assume valore di ambo i
segni. Di conseguenza, i puntl 0,y, ) (x,y, —2) sono minimi locali per y > 1, massimi locali per
y <leipunti(0,1,z)e (x,1,—2) sono di sella. Restano da studiare i punti (x, 1,z), ma per essi vale
quanto gia visto a proposito d1 (0,1,z) e (x,1, —2), tali punti sono di sella.

Consideriamo la curva y(t) = (1,¢,1). Siha goy; =2+ 1/t + t pertanto per t — +oo il limite di
g0 71(t) & o0, quindi non esistono massimi o minimi assoluti per g.

Osserviamo la simmetria rispetto all’origine del grafico g(x,y,z) = —g(—x, —y, —z). Si ha:
1 1 1
Vge(x,y,z) = (yz - ;,xz — ?,xy — 22> )

Dobbiamo determinare i punti in cui le derivate si annullano. Da queste equazioni si ha x?yz =
xy?z = xyz? = 1. Pertanto, dividendo per xyz, si ottiene dalle prime tre uguaglianze x = y = z.
Sostituendo nell’equazione xzyz =1,sihax* =1 quindi x = +1. Si ottengono allora (1,1,1) e
(=1,—1,—1). L'Hessiano eé:

Hess g(x,y,z) =

=N RN
RSN
NN R <
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e quindi
211 -2 -1 -1
Hessg(1,1,1)=( 1 2 1 |, Hessg(—-1,-1,-1)=1| -1 -2 -1
1 1 2 -1 -1 -2

Consideriamo Hess g(1,1,1). Si ha che i determinanti delle sottomatrici costruite con le prime i righe
e i colonne sono tutti positivi per i = 1,2, 3: infatti sono rispettivamente 2, 3, 4, pertanto la matrice &
definita positiva e il punto (1,1,1) & di minimo relativo. Si ha g(1,1,1) = 4. Poiché g(—x, —y, —z) =
—g(x,y,z), si ha che il punto (—1, —1, —1) & di massimo relativoe g(—1, -1, —1) = —4.

ESERCIZIO 8.6. Si determinino al variare di « € R gli estremi assoluti e locali della funzione
f :R? — R definita da

f(x,y) _ {(()xZ —|—y2)tx 10g(x2 +]/2) SE (ir]/) i (0,0),

se (x,y) = (0,0).
SVOLGIMENTO. In coordinate polari si ha
f(pcosh,psinf) = 20*logp =: g.(p).
Sea =0, siha 1i1’51+ go(p) = —e 1_1>T go(p) = 400 quindi non vi sono massimi o minimi assoluti.
p— o0

Si ha che esiste un intorno dell’origine dove g & negativa, mentre go(0) = 0, pertanto 0 & di massimo
relativo. La funzione gy risulta strettamente crescente, per cui non vi sono altri massimi o minimi
locali.

Sea < 0,siha lim gy(p) = —oo, quindi non vi sono minimi assoluti, invece lim g,(p) =0 =
p—0% p——00
2a(1), pertanto vi sono massimi assoluti. Come prima, si ha che esiste un intorno dell’origine dove
g« & negativa, mentre g,(0) = 0, pertanto 0 & di massimo relativo. La derivata di g, &
8x(p) = 4ap™ Mlogp +20* 1 =201 (2alog p + 1),

e si annulla solo per p = e~1/2* che, quindi, & di massimo assoluto. Pertanto i punti x> + y> = e~1/#
sono punti di massimo assoluto.
Se « > 0 si ha che f & continua e lirgl+ 2a(p) =0 = g(1) e ga(p) < 0in un intorno di 0, quindi
o0—
l'origine & un massimo relativo. Inoltre si ha lirB Qo0(p) = +o0, quindi non esistono massimi assoluti.
P—+00

Poiché ¢,(0) = g4(1) = 0, si ha che esiste almeno un estremale in [0, 1]. La derivata di g, &
8x(p) = 4ap™ Tlogp +20* 1 =201 (2ulog p + 1),

e si annulla solo per p = ¢~1/2* < 1 perché a > 0, quindi tale punto deve essere di minimo relativo
e assoluto: infatti se fosse di massimo, sarebbe di massimo relativo per il teorema di Rolle, essendo
la funzione superiormente illimitata, dovrebbe ammettere un altro minimo (il lettore e incoraggiato
a farsi un disegno qualitativo per rendersi conto della situazione). Pertanto i punti x? + y?> = e~ 1/#
sono punti di minimo assoluto.

ESERCIZIO 8.7. Si determini al variare di « € R la natura del punto (0, 0) per le funzioni definite
da

flx,y) =2+ ax? +4xy + (a — 3)]/2 + (2x + y)4.
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SVOLGIMENTO. La funzione f € C? e siha f(0,0) = 2. Calcoliamo ora le derivate di f:
dxf (x,y) = 2ax + 4y + 8(2x +y)°
dyf (x,y) = 4x +2(w — 3)y + 4(2x +y)°
Ouxf(x,y) = 20 +48(2x +v)?
(x,y)
X,y) =

/

/

xyf ’ —4+24(2x+y)

Iyy f (%, 2(a - 3) +12(2x +y)
Si ha quindi che (0,0) & punto critico e

D?£(0,0) = < 2:‘ 2(&4— 3) >,detD2f(O,0) = (a—4)(a+1).

Essendo il determinante il prodotto degli autovalori Ay, A; € IR, possiamo gia concludere che se
—1 < a < 4 si ha un sella: in tal caso detD*f(0,0) < 0, quindi gli autovalori sono discordi. Per il
criterio dei minori principali, se detD?f(0,0) > 0 e I'elemento di posto 1,1 & positivo, allora si ha un
minimo, cid avviene se « > 4. Analogamente, se detD? £(0,0) e tale elemento & negativo, allora si ha
un massimo, cio avviene se ¢ < —1.

Altro modo: gli autovalori sono le soluzioni di A? — 2(2a — 3)A + 4(a? — 3a — 4) = 0, ossia

A=20—3+402+9 — 120 —4a2 + 120 + 16 = 20 — 345,

dacuidy =2(a+1)e Ay =2(a—4) e A > Ay. Se Ay > 0, ovvero a > 4 allora gli autovalori sono
entrambi positivi e (0,0) & di minimo. Se A; < 0, ovvero a < —1 allora gli autovalori sono entrambi
negativi e (0,0) e di massimo.Se —1 < a < 4, allora A; < 0 e A1 > 0, quindi si ha una sella.

Nei casi « € {—1,4} la matrice & semidefinita, quindi dobbiamo ricorrere a metodi differenti.

Studiamo i casi limite:
(1) se « = 4 allora per ogni (x,y) # (0,0) si ha
flry) =2+4 +dxy+ > + 2x+y) =2+ 2x +y)* + 2x +y)*
quindi l'origine & un minimo relativo e assoluto, non ¢ stretto perché f(x, —2x) = 2 per ogni

X.
(2) se« = —1 allora si ha

floy) =2—x"+dxy — 4y + Qx +y)* =2 (x = 2y)* + 2x +y)*.
Scelta la curva 1 (t) = (2t,t),si ha per t > 0 che f o1 (t) = 2+ 5%* > 2, d’altra parte scelta
la curva 1, (t) = (t,—2t), si ha per t > 0 che f o 7,(t) = 2 — 25t> < 2. Poiché per t — 0 si
ha che 71 (t) — (0,0) e y2(t) — (0,0), in ogni intorno di (0,0) vi sono punti di 7y, (t), dove f

¢ strettamente maggiore di f(0,0) e punti di 7,(t), dove f & strettamente minore di f(0,0).
Quindi (0,0) & di sella.

ESERCIZIO 8.8. Si calcolino massimi e minimi della funzione f(x,y) = x> — 6xy + 3y> + 3x. Si
dica se f e limitata.

SVOLGIMENTO. Scelta la curva 71 (t) = (£,0) si ha lim;, 1« f 0 71 (t) = Fo0, quindi non vi so-
no massimi o minimi assoluti e la funzione ¢ illimitata superiormente e inferiormente. Le derivate
parziali sono

0. f(x,y) = 3x* — 6y + 3, dyf(x,y) = —6x +6y.
Sostituendo, si ha che esse si annullano simultaneamente solo su (1,1). Calcoliamo le derivate
seconde: 9%, f(x,y) = 6x, 3, f(x,y) = 6,93, f(x,y) = —6. Si ha quindi:

pran=( % o).
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Gli autovalori sono le radici di A2 — 12A = 0, ovvero A = 0 e A, = 12 > 0. La matrice & semidefinita,
per cui per determinare la natura del punto critico dobbiamo ricorrere ad altri metodi. Osserviamo
che f(1,1) = 1. Calcoliamo un autovettore v = (v1, v2) corrispondente all’autovalore nullo, ovvero
una base di kerD?f(1,1): si puo scegliere (v1,v2) = (1,1). Consideriamo la curva y(t) = (1,1) + tv
e calcoliamo
foy(t) =1+t —6(1+1)>+3(1+t)*+3(1+1t) = (1+£)(1+1)*>=3(1+1) +3)
=(1+t)(-5-5>—10t+3+3t+3) = (1+t)(1++ +2t —3 -3t +3)
=1+ —t+1)=£+1.
Per t — Osihay(t) — (1,1). D’altra partese t > Osiha foy(t) > 1eset < Osiha foy(t) <1

1,
quindi in ogni intorno di (1, 1) vi sono punti dove f & maggiore di f(1,1) = 1 e punti dove f & minore
di f(1,1) = 1. Quindi (1,1) & di sella.

ESERCIZIO 8.9. Si determini al variare di « € R la natura del punto (0,0,0) per le funzioni
definite da

ga(%,y,2) = 5+ ax? + 2xy + daxz — 6y* — 32%.

SVOLGIMENTO. Siha g,(0,0,0) = 5, inoltre

NG

:5—<\[—\fy> +£ <\@z \;ix> -I-ﬁx + ax?

6
_5—<—\/y) <x@z )2 1(&x + 60 +1)x?

=5—A(x,y) — Ba(x,2) + Cpx?

2 2
gu(x,y,2z) =5— <x—\f6y> +%+o¢x2—|—4zxxz—3zz
2

O\

Distinguiamo vari casi:

(1) se Cy < 0 ovvero 8a? +6a +1 < 0, ovvero —1/2 < a < —1/4, si ha per ogni (x,y,z) #
(0,0,0) che g(x,y,z) < 5, perché A(x,y) > 0, By(x,y) > 0e Cyx?> < O0se x # 0. In
questi casi si ha quindi che l'origine & un massimo assoluto e locale per g. Osserviamo che
Qa(x,y,2) = g4(0,0,0) solo se si verificano simultaneamente x = A(x,y) = Bu(x,z) = 0,
quindi x = y = z = 0 (si ricordi che in questo caso « # 0), pertanto il massimo é stretto.

(2) se Co, =0, quindiw € {—1/2,—1/4}, si ha che per ogni (x,y,z) # (0,0,0) vale gu(x,y,2z) <
5, quindi l'origine & un massimo assoluto e locale. L'uguaglianza vale solo se A(x,y) =
Bi(x,z) = 0, ovvero lungo la curva y(t) = (6t,t,4at). Poiché lim; ,oy(t) = (0,0,0), ogni
intorno U dell’origine contiene infiniti punti differenti dall’origine dove g, assume il valore
5, tali punti sono i punti () per t # 0, || sufficientemente piccolo (che dipende solo da U),
pertanto il massimo non é stretto.

(3) se Cy >0, quindi « ¢ [—1/2,—1/4], allora lungo la curva -y definita nel punto precedente si
ha f o (t) = 5+ 6Ct? che ¢ strettamente maggiore di 5 se t # 0. D’altra parte, lungo la curva
Y2(t) = (0,t,0) si ha f o y,(t) = 5 — 6t%, che & strettamente minore di 5 se t # 0. Le due
curve tendono entrambe a zero per t — 0, ci0 significa che scelto un qualunque intorno di 0
esse vi appartengono se |t| & sufficientemente piccolo. Ogni intorno di zero quindi contiene
sia punti dove g, € strettamente minore di ,(0,0,0) = 5 che punti dove g, & strettamente
maggiore di g,(0,0,0) = 5. Quindi l’origine & punto di sella.

Altro modo: il gradiente di g, ¢ dato da:

Veu(x,y,z) = (2ax + 2y + 4oz, 2x — 12y, 4ax — 62),
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quindi l'origine € punto critico per ogni «. La matrice Hessiana ¢ data da

20 2 4a
H,:=D?(0,0,0)=( 2 -12 0 |, det D*g(0,0,0) = 192a* + 144n + 24.
40 0 —6

Tale determinante si annulla per « € {—1/2, —1/4}, & strettamente negativo per « €] —1/2, —1/4],
e strettamente positivo per « ¢ [—1/2, —1/4]. Essendo la dimensione pari a 3, non possiamo conclu-
dere che se il determinante ¢ negativo si abbia una sella: infatti i tre autovalori potrebbero essere tutti
negativi, e quindi il loro prodotto sarebbe negativo, pur avendo un massimo. I minori principali han-
no come determinante 2a e —(6a + 1). Per « €] — 1/2, —1/4[ quelli di ordine dispari sono negativi e
quello di ordine pari e positivo, quindi si ha un massimo. Se invece determinante & positivo pertan-
to, essendo la dimensione pari a tre, o tutti gli autovalori sono positivi, quindi la matrice e definita
positiva, altrimenti si ha una sella. Per « €] — co, —1/2[U] — 1/4, 0], il determinante & positivo ma il
primo minore & negativo, quindi la matrice non & definita positiva. Si ha una sella. Per a € [0, +-o0[, il
determinante e positivo ma il secondo minore € negativo, quindi la matrice non e definita positiva. Si
ha una sella. La funzione g,, essendo un polinomio, coincide con la sua serie di Taylor pertanto se la
matrice Hessiana e semidefinita positiva o negativa in un punto critico, abbiamo rispettivamente un
minimo o un massimo relativo. E importante sottolineare che questa proprieta & vera soltanto perché
g« € un polinomio di secondo grado e quindi coincide con la sua serie di Taylor arrestata al secondo
ordine, in particolare si ha:
8(0) = 8(0,0,0) + (Hyo,0),

Osservando che la matrice & semidefinita negativa per « € {—1/2, —1/4}, visto che il primo minore
e strettamente negativo e il secondo ¢ strettamente positivo, per questi valore la funzione ha un
massimo nell’origine. Riassumendo: si ha una sella per & ¢] —1/2, —1/4] e un massimo per & €
[—1/2,—1/4].



CAPITOLO 9

Lezione del giorno mercoledi 18 novembre 2020
Massimi e minimi vincolati per funzioni di pit1 variabili (Durata 2"30’)

DEFINIZIONE 9.1. Siano f, ¢ : QO — R funzioni. Diremo che ¥ € un massimo (minimo) relativo
per f sotto il vincolo ¢ = 0 se ¢(¥) = 0 e X & un massimo (minimo) relativo per f|,_, nella topologia
indotta su {x € O : ¢(x) = 0}. Chiameremo estremali vincolati per f sotto il vincolo ¢ = 0 i punti
di massimo e minimo relativi per f sotto il vincolo ¢ = 0.

OSSERVAZIONE 9.2. Siano (2 C R" aperto, I' C ), f : O — R una funzione. Supponiamo che
esista una funzione ¢ : V — T (detta parametrizzazione del vincolo) con V. C R™, m < n di classe C!
suriettiva. Allora gli estremali vincolati per f su I' sono le immagini tramite ¢ degli estremalidi f o g.
Se V & aperto, si tratta di estremali liberi. Se V non e aperto, i casi int V (estremali liberi) e V N oV
vanno studiati separatamente.

TEOREMA 9.3 (Moltiplicatori di Lagrange, caso delle ipersuperfici). Sia QO C R” aperto, f : R" —
R di classe C*(Q)). Sia ¢ : QO — R di classe C1. Allora se ¥ € Q ¢ estremale relativo di f sotto il vincolo
¢ = 0con Do(x) # 0, esiste A € R per cui si ha:

Df(x)+ ADg¢(x) = 0.

OSSERVAZIONE 9.4. Il metodo dei moltiplicatori di Lagrange pud essere riformulato nel modo
seguente (sotto le stesse ipotesi): se ¥ € () & estremale relativo di f sotto il vincolo ¢ = 0 allora in ¥
le due superfici

[:={xeR": ¢(x) =0}, Cy, i ={x eR": f(x) = f(x0)}.
sono tangenti.
TEOREMA 9.5 (Condizioni di Karush-Kuhn-Tucker). Siano F : R* -+ R, g; : R" — R, i =

1,...,m hj: R" - R, j =1,...,¢ funzioni di classe C* e si supponga di voler risolvere il problema di
minimizzare F nell’ insieme

D:={xecR": g(x)<0,i=1,...,m hj(x)=0,j=1,...,¢}.

Definiamo la funzione lagrangiana L : R" x R™ x R® — R ponendo

m 4
L(x,)\l, o Am, Mi,--- ,‘ug) = F(x) + ZAig,-(x) + Ey]h](x)
i=1 j=1
Sia X sia un minimo locale per Fip, e poniamo J (%) = {i € {1,...,m} : g;(X) = 0}. Supponiamo che i vettori
{Vi,...,Vhy,Vgi i € ](x)} siano linearmente indipendenti. Allora esistono Ay, ..., Ay, ui, ..., u; € R
tali che
VoL(Z A%, .. A i, ) =0
A>0,i=1,...,m
Ngi(£)=0,i=1,...,m,

cui vanno aggiunte le condizioni di ammissibilita ¢;(x) <0,i=1,...,m, hj(%) =0,j=1,...,L

ESERCIZIO 9.6. Trovare il massimo e il minimo assoluto della funzione f(x,y) = x> + 4xy? — 4x
sotto la condizione x* + y?> — 1 = 0.

53
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SVOLGIMENTO. Poniamo g(x,y) = x> + y*> — 1. Osserviamo che Vg(x,y) = (0,0) se e solo se
x = y = 0, tuttavia questo punto non soddisfa alla condizione g(x, y) = 0 infatti g(0,0) # 0. Pertanto
possiamo procedere con il metodo dei moltiplicatori di Lagrange e definire

L(x,yA) = f(x,y) +Ag(x,y) = +4xy* —dx + A(x* +y7 = 1).
Siha
OxL(x,y,A) = 3% +4y* — 4+ 2Ax
dyL(x,y,A) = 8xy +2Ay = 2y(A + 4x).
Si deve avere d,L(x,y) = dyL(x,y) = 0, si ricava quindi y = 0 oppure 4x = —A dalla seconda
equazione. Se y = 0, si ricava dall’equazione del vincolo che x = £1.

Se invece y # 0, allora x = —A/4 e dall’equazione del vincolo si ricava che y?> = 1 — A?/16, per
cui 0 < A < 4. Sostituendo nella prima equazione, si ha

A2 A2 A
a1 e (2) <o

ovvero A = 0 cui corrisponde x = 0 e y = £1. Si debbono quindi studiare i punti (£1,0), (0, £1).
Per calcolo diretto si ricava f(1,0) = —3, f(—1,0) = 3, f(0,£1) = 0. Quindi (—1,0) & di massimo
assoluto vincolato e (1,0) di minimo assoluto vincolato.

Si poteva procedere anche nel modo seguente: il vincolo puo essere parametrizzato in coordinate
polarida x = cos6, y = sin#, 0 € |-, 7|
h(6) := f(cos8,sinf) = cos® O + 4 cos O sin® f — 4 cos 6.
Derivando si ha:
W (0) = —3cos®Osinf +8cos? fsinf —4sin® 0 +4sinf = sin(5cos® § — 4sin® 0 +4) = 9 cos” O sin,
che si annulla per 8 = 0, £71/2, £, 7. La derivata seconda e:
1"(0) = —18cos@sin® 6 + 9 cos’ § = 9 cos B(—2sin? O + cos> ).

Si ha allora " (£7t/2) = 0, W(0) = 9 minimo locale, h”(£7w) = —9 massimo locale. Inoltre 1(0) =
f(1,0) = =3 eh(£m) = f(—1,0) = 3, mentre h(+7/2) = 0. Studiamo ulteriormente i punti +7/2
con la derivata terza:

1 (0) = —gsin(G)(9cos(29) +5),

e pertanto 1"’(+7m) = £18 punti di flesso (sella). Pertanto (1,0) & di minimo assoluto e relativo,
(—1,0) & di massimo assoluto e relativo, il che conferma il risultato precedente, anzi lo migliora
perché abbiamo precisato anche la natura di (0, £1) (seppure non richiesta dal problema).

ESERCIZIO 9.7. Trovare il massimo e il minimo assoluto della funzione f(x,y) = x + y sotto la
condizione x? + 4y* — 1 = 0.

SVOLGIMENTO. Poniamo g(x,y) = x> + 4y?> — 1. Osserviamo che Vg(x,y) = (0,0) se e solo se
x = y = 0, tuttavia il punto (0,0) non soddisfa a g(x,y) = 0, pertanto possiamo procedere con il
metodo dei moltiplicatori di Lagrange e definire
L(x,y,A) = f(x,y) + Ag(x,y) = x +y + A(x + 4% —1).

Siha

oxL(x,y,A) =1+2Ax

dyL(x,y,A) =1+ 8Ay.
Si deve avere o,L(x,y) = 9,L(x,y) = 0, in particolare si ha A # 0. Sottraendo membro a membro
le due equazioni, si ricava A(x — 4y) = 0 e quindi x = 4y. Sostituendo nell’equazione del vincolo si

ha 20y? = 1 quindi i punti da studiare sono +(2/+/5,1/(2v/5)). Si ha f(2/+/5,1/(2v/5)) = /5/2
massimo assoluto vincolato e f(—2/+/5, —1/(2+/5)) = —/5/2 minimo assoluto vincolato.
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Si poteva procedere anche nel modo seguente: il vincolo & x> + (2y)% — 1 = 0, per cui in coordinate
polari diviene x = cos 6, 2y = sin . La funzione diviene

in 0 in 6
h(0) = f cos(),& = cos 0+ 227
2 2
Derivando si ha: 1'(8) = —sin6 + cos /2, la derivata si annulla per 6 che soddisfa tan6 = 1/2. Si
2, 72 _
ha quindi {g —+§€/2_ 1 , quindi 57 = 1,dacui { = +1/v/5 = sinfe & = +2/1/5 = cosf. Per-

tanto i punti sono (&,27) = +(2/+/5,1/(2v/5)). La derivata seconda & 1"/ () = — cosf —sinf/2 =
—cos (1 +tan8/2), quindi (2/+/5,1/(2v/5)) & di massimo e —(2/+/5,1/(2+/5)) & di minimo, il che
conferma il risultato precedente.

ESERCIZIO 9.8. Trovare il massimo e il minimo assoluto della funzione f(x,y) = sinx + siny
sotto la condizione cosx —cosy +1 = 0.

SVOLGIMENTO. Osserviamo che sia la funzione che il vincolo sono periodici di periodo 27, per-
tanto ci aspettiamo la stessa periodicita anche nel risultato finale. Poniamo g(x,y) = cosx —cosy + 1.
Siha Vg(x,y) = (—sinx,siny). Tale gradiente & nullo nei punti Z;; = (kmr, ht) con h,k € Z. Si ha
¢(Zi) = (=1D)F 4+ (=1)" +1, h,k € Z. Se h, k sono entrambi dispari si ha g(Zx) = —1 # 0. Se sono
entrambi pari si ha g(Zy,) = 3 # 0. Se uno di essi ¢ pari e l'altro & dispari g(Zy) = 1 # 0. Pertanto
i punti Zy, h, k € Z non soddisfano alla condizione g(x,y) = 0 e possiamo procedere con il metodo
dei moltiplicatori di Lagrange definendo:

L(x,y,A) :== f(x,y) + Ag(x,y) = sinx +siny + A(cos x — cosy + 1).

Siha

dxL(x,y,A) = cosx — Asinx

dyL(x,y,A) = cosy + Asiny.
Si deve avere d;L(x,y) = 9,L(x,y) = 0, in particolare sinx # 0 e siny # 0, da cui cotx = cot(—y).
Pertanto x = —y +kmr, k € Z. Sostituendo nel vincolo, si ha cosx —cos(—x + k) +1 = 0
che si riscrive come cosx — cos(x — krt) +1 = 0, ovvero cosx — (—1)fcosx +1 = 0 e quindi
(1—(=1)%)cosx = —1. Se k = 2j & pari questa equazione non ha soluzione. Se k = 2j + 1 & dispari
sihacosx = —1/2 e quindi xy = 2/37 4 2hm, e x = 4/37 + 2hm, h € Z, cui corrispondono y; =

—2/3n+2hn+ (2j+ 1)t =n/3+2(j—h)wrey, = —4/37m —2hn+ (2j+ 1)t = =1/3n+2(j — h) .
Allora i punti da studiare sono (m = j — h € Z)

Py = <§n+2hn,§+2mn>, Qnm = <§n+2hn,—§ﬂ+2mﬂ>-

Si ha per ogni h,m € Z che f(Py,) = v/3/2+ /3/2 = /3 massimo assoluto vincolato e f(Qyn) =
—/3/2 —+/3/2 = —/3 minimo assoluto vincolato.

ESERCIZIO 9.9. Trovare il massimo e il minimo assoluto della funzione f(x,y) = 3x2 + 4y> —
6x + 3 sotto la condizione x? + y* = 4.

SVOLGIMENTO. Poniamo g(x,y) = x> +y*> — 4. Si ha Vg(x,y) = (0,0) solo se x = y = 0 ma
(0,0) non soddisfa alla condizione g(x,y) = 0 perché g(0,0) # 0. Possiamo procedere con il metodo
dei moltiplicatori di Lagrange definendo:

L(x,y,A) := f(x,y) + Ag(x,y) = 3x* +4y> — 6x + 3 + A(x* + y* — 4).
Si ha
dxL(x,y,A) = 6x — 6 —2Ax
dyL(x,y,A) = 8y —2Ay = 2y(4 — A).
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Si deve avere 0,L(x,y) = dyL(x,y) = 0. Dalla seconda equazione si ricava y = 0 oppure A = 4.
Sostituendo nel vincolo, si ottiene per y = 0, x = +2. Se invece A = 4, si ottiene dalla prima
equazione x = —3, e sostituendo nel vincolo si trova 9 + y? = 4 che non ha soluzioni reali. Pertanto
i punti da studiare sono (2,0) e (—2,0). Si ha f(2,0) = 3 minimo assoluto e f(—2,0) = 27 massimo
assoluto.

Si poteva procedere anche nel modo seguente: il vincolo g si parametrizza in coordinate polari
ponendo x =2cosf ey = 2sinb, 0 € [0,27]. Siha

h(6) = f(2cosh,2sinf) = 12cos*f + 16sin*H — 12cos O + 3 = 4sin® — 12 cos § + 15.
Derivando si ottiene:
W (0) = 8sinfcosf +12sin6 = 4sinO(2cos b + 3),
W'(0) = 4cos0(2cosb +3) + 4sinf(—2sinb).

Sihah'(#) =0perf =0,teh”(0) =20>0eh”(m) =—4 <0, quindi (2,0) & di minimo e (—2,0) &
di massimo.

ESERCIZIO 9.10. Trovare massimi e minimi della funzione f(x,y) = x(x? + y?) sotto la condizio-
ne xy = 1.

SVOLGIMENTO. Osserviamo che l'insieme che definisce il vincolo non ¢ compatto e la funzione
non ammette massimi o minimi assoluti (lo si verifichi lungo la curva y(t) = (¢,1/t) per t — £0o0).
Siha L(x,y,A) = x(x* + y?) + Axy, le cui derivate sono 9, L(x,y,A) = 3x* +y*> + Ay e 9, L(x,y, A) =
2yx + Ax = x(2y + A). Esse debbono essere entrambe nulle. Dalla seconda si ricava x = 0 oppure
y = —A/2. Tuttavia x = 0 non rispetta il vincolo, pertanto si ha y = —A/2. Si deve quindi avere
A # 0 per rispettare il vincolo, e quindi x = —2/A.

Sostituendo nella prima equazione si trova che

5 4 A? AZ_O 12 A2
S A VA
le cui soluzioni reali sono A = 4-2v/3. I punti da studiare sono quindi +(1/+v/3, v/3).
Si ha f(l/{‘/g, \4@) = 4/3%/% massimo relativo e e f(—l/{*f, —\4@) = —4/3%/% minimo relativo.

Si poteva procedere anche nel modo seguente: poiché x = 0 non rispetta il vincolo, poniamo
y = 1/x e studiamo h(x) = f(x,1/x) = x>+ 1/x. La derivata & h'(x) = 3x> — 1/x?, essa si annulla
se3x* = 1, quindi x = +1/+/3 Siha poi h(1/+v/3) = 4/3%/4 massimo relativoe h(—1/+v/3) = —4/3%/*
minimo relativo.

ESERCIZIO 9.11. Trovare massimi e minimi della funzione f(x,y) = e* 4 ¢¥ sotto la condizione
xX+y=2

SVOLGIMENTO. Posto g(x,y) = x + y — 2, osserviamo che il vincolo S = {(x,y) : g(x,y) = 0}
non & compatto. La funzione non ammette massimo assoluto (lo si verifichi sulla curva y(t) =
(t,2—t) per t — +oo. Se (x,,y2) & una qualunque successione che tende all’infinito rispettando il
vincolo si ha che una delle due componenti tende a 4-co e I’altra tende a —oo, cid implica che esiste
il limite di fs per (x,y) — oo, (x,y) € S e vale +oco. Per cui f ammette minimo assoluto. Si ha
L(x,y,A) = e* + e’ + A(x +y — 2), le cui derivate sono o;L(x,y,A) = e* +Aed,L(x,y,A) = e/ + A
Esse debbono essere entrambe nulle. Si ha quindi e* = ¢¥ = —A da cui per la stretta monotonia
dell’esponenziale x = y. Sostituendo nel vincolo, si ottiene x = y = 1 come unico punto critico
vincolato, che quindi & di minimo assoluto e f(1,1) = 2e.

Si poteva anche procedere nel modo seguente: siha x = 2 — y, per cui
hy)=f2-yy) =¥+

Derivando si ottiene 1'(y) = —e?> ¥ + €Y, essa si annulla se —¢? + ¢% = 0, quindi y = 1 il che implica
x = 1. La derivata seconda & 1" (y) = e* ¥ +¢¥ e h”'(1) = 2¢ > 0, quindi (1, 1) & di minimo assoluto.
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ESERCIZIO 9.12. Si consideri I'insieme ¥ C R definito dall’intersezione delle superfici x> + y* =
le(x—z)?+ (y —z)? = 1. Dopo aver provato che esistono, si trovino i punti di massimo e minimo
assoluto vincolato per F(x,y,z) = 4x + 2y —zsu G.

SVOLGIMENTO. Posto ¢1(x,,z) = x>+ 32— 1, g2(x,y,2) = (x —2)> + (y —2)* = 1, G(x,y,2) =
(g1(x,y,2),82(x,y,2)), dalla prima equazione si ha che necessariamente |x| < 1e |y| < 1. Ma al-
lora dalla terza equazione si ricava che anche z deve essere limitata. Quindi T & limitato. E anche
chiuso perché £ = ¢;1(0) N g,'(0), e g1,> sono continue. Quindi ¥ & compatto. Essendo F conti-
nua, assume su di esso massimo e minimo assoluto. Osserviamo poi che Vgi(x,y,z) = 2(x,y,0) e
Ve(x,y,z) =2(x —z,y —z,—(x +y — 2z)), da cui

2x 2 0
el )= (o) 2y s) -ax-2)-2-2)
Affinché questa matrice abbia rango massimo (pari a 2) € necessario che almeno uno tra i determinan-
ti dei suoi minori di ordine 2 sia non nullo. Eventuali punti di G dove questo non dovesse avvenire
andranno studiati a parte. I punti dove Jac G(x, y, z) non ha rango massimo sono dati da

dyz — 4xz = 0,
—4x? —4yx + 8zx = 0,
—4y? — dxy + 8zy = 0.
Dalla prima equazione si ricava z = 0 o x = y, dalla seconda equazione si ricava x = 0 oppure
2z = x +y, dalla terza equazione si ricava y = 0 oppure 2z = x + y.
e sez = 0ex = 0siottiene y = 0, quindi (0,0, 0).
e sez =0e2z =0 = x+ysiottiene x = —y, che comprende anche il caso precedente.
e se z # 0 allora necessariamente x = y. Se uno tra x oppure y & nullo, allora lo sono entrambi
esitrova (0,0,z). Altrimenti si deve avere 2z = z+y =2xdacuix =y = z.
In definitiva Jac G(x,y,z) < 2 nei punti P;(t, —t,0), Q:(0,0,¢), R¢(¢,t,t), t € R. Verifichiamo quali di
questi punti appartengono a 2. Si ha ¢1(Q;) = g2(R¢) = —1 # O per ogni f € R e quindi Qy, Ry # X,

2
per ogni t € R. D’altra parte g1 (P;) = g2(P;) = 2t> — 1, che si annulla per t = j:{. Pertanto i punti

V2

da studiare a parte sono P 5 = iT
2

Similmente, si ha che Vg(x,y,z) = 0solo se x = y = z, ma cid non avviene in G. Definiamo
quindi la Lagrangiana

(1,—1,0). Siha F(Pig) =42

L(x,y,z A u) = F(x,y,2) + Af(x,y,2) + ug(x,y,2),
e studiamo il sistema dei moltiplicatori di Lagrange VL = 0. Si ha
2Ax +2u(x —z)+4=0,
2Ay +2u(y —z)+2=0,
p(=2(x —2) =2(y —2)) =1 =0,
X +yrP—1=0,
(x—z)?+(y—2)2—-1=0.

Sottraendo tra loro le ultime due equazioni, siricava (x +y —z)z = 0. Quindiz = 0 oppurez = x +y.

Se z = 0 si ottiene dalle prime due equazioni (A + u)x = —2e (A + u)y = —1. Dovendo
percio essere A + p # 0, se ne ricava x = 2y. Sostituendo nella penultima equazione del sistema, si

2 1
NGV 0) e F(Qs) = £2V/5.

Supponiamo ora z = x +y # 0. La terza equazione del sistema porge 2zu = 1. Sottraendo le
prime due equazionisihal+ (x —y)(A + u) = 0, e sommandole siha2zy =3+ x(A +u) +y(A+p).
Posto 7 = A + u si deve necessariamente avere 1 # 0. Ricordando che 2zy = 1, si ottiene 57(x — y) =

ottengono i due punti Q4 := + <
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—1,7(x+y) = —2. Pertanto x + y = 2(x —y), da cui 3y = x. Poiché z = x + y, si ha anche z = 4y

Sostituendo nella penultima equazione del sistema, si ottengonoipunti S+ := =+ ( 3 1 4 )
p q v g P + - \/E, \/ﬁ, \/ﬁ .

Siha F(S+) = £v/10, da confrontarsi con i valori studiati a parte F(P V2 ) = £+/2. Quindi il massimo
2

assoluto e in Q4 (

F(Q_) = 2+/5.

Altro modo: Cerchiamo una parametrizzazione di 2. Posto x = cos 6, ysin®, 0 € [0, 277[, si ottiene
che I'equazione g;(cos 6, sinf) = 0 & sempre verificata. Dall’equazione g>(cos6,sin€) = 0, si ricava
z = 0 oppure z = cos 0 + sin 0. Quindi X si scrive come ¥; U X, dove

Y1 = {(cosb,sin6,0) : 6 € R}, Y, = {(cosb,sin6,cosb +sinbh) : 6 € [0,27[}.

2
0>, con F(Q4) = 2+/5, e il minimo assoluto in Q_ (

1 1
= =, —) ——,0, con
V5 /5 V5 /5 >

Studiamo F composta con tali parametrizzazioni:

e F(cosf,sinf,0) = 4cosf + 2sin6, la cui derivata & —4sin 6 + 2 cos 6, nulla per tanf) =1/2.
2
Slhaqumdlx —l—y =1ley/x =1/2,dacuisiritrovanoipunti Q+ := + <\/ \f ) con
F(Q+) = £2v/5.

e F(cosf,sinf,cosf + sinf) = 3cosb + sinb, la cui derivata & —3sinf + cos 6, nulla per
tanf = 1/3. Si ha quindi x> +y?> = ley/x = 1/3 con z = x + y, e si ottengono i punti

3 1 4
Sy .z:l:(m, Witk m).conF(Si):im.

Osserviamo che X1 N X, e dato dai punti dove (cos 6, sin6,0) dove cos § = —sinf, ovvero tanf = —1,

2
quindi 6 = —7t/4,3/4m. Pertanto £; N X, & data dai due punti P = j:\zf(l, —1,0).
2
ESERCIZIO 9.13. Fra tutti i parallelepipedi retti a base rettangolare inscritti in un ellissoide,

trovare quello di volume massimo.

SVOLGIMENTO. Lellissoide £ di semiassi a, b, c > 0 centrato nell’origine ha equazione
2 2 2
g(x,y,2) .——+ZZ —1———1—0

Un parallelepipedo retto P centrato nell’origine & [—x, x] X [—y,y]| X [—z, z] eil suo volume e V (x,y,z) =
8xyz con x,y,z > 0. Sinoti che P ¢ inscritto in £ se e solo se (x,y,z) € £. Pertanto il problema
¢ di massimizzare V soggetto al vincolo £. Si ha Vg(x,y,z) = (0,0,0) solosex =y =z =0
ma (0,0,0) ¢ & perché g(0,0,0) # 0. Procediamo con il metodo dei moltiplicatori di Lagrange e
definiamo:

2 2 2
X z
L(x,y,z,A):Sxyz+A< +iz+— 1).
Osserviamo che se una tra x, y,z € nulla, allora V = 0 e quindi non e di certo un massimo, pertanto
si deve avere xyz > 0 Le derivate sono:

OxL(x,y,2,A) = 8yz+2Ax/a?
dyL(x,y,z,A) = 8xz+2Ay/b?
9xL(x,y,2z,A) =8xy+2Az/c?

Esse devono essere tutte nulle. Siha A # 0, altrimenti si avrebbe yz = 0 e quindi una delle coordinate
sarebbe nulla. Moltiplicando la prima equazione per x # 0, la seconda per y # 0 e la terza per z # 0

si ottiene x2/a% = yz/ b2 = z2/c%. Sostituendo nell’espressione del vincolo si ottiene x = a/ V3,
y = b//3,z = c/+/3, e il volume massimo & V = 8abc/(3+/3). Nel caso particolare di una sfera di

raggio r > 0, si ha a? = b? = ¢? = 12, e si ottiene quindi un cubo x = y = z = r//3.
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ESERCIZIO 9.14. Trovare massimi e minimi relativi e assoluti della funzione f(x,y) = x+y —1
vincolata sull'insieme V = {(x,y) € R? : x?> 4+ y? — 2x = 0} tramite parametrizzazione del vincolo,
curve di livello e con il metodo dei moltiplicatori di Lagrange.

SVOLGIMENTO.

)

)

)

Cerchiamo un’opportuna parametrizzazione del vincolo. Si ha che
V={(xy) €R: (x—12 4+ =1},

ovvero V & la circonferenza di raggio 1 centrata in (1,0). Tale vincolo & un compatto perché
chiuso e limitato in R2. Poiché f & continua, essa ammette massimo e minimo assoluto sul
compatto V. Una scelta opportuna per la parametrizzazione puo essere quella di utilizzare
le coordinate polari centrate in (1,0), quindi

¢(0) = (cos® +1,sin6), 6 € [0,2m].
A questo punto consideriamo la funzione composta

fop(0) =cos®+1+sinf —1=cosf +sinb,

d .
2/ ° (0) = —sin + cos 6,

2
ddeﬁfoqo(e) = —cosf —sinb.

e per avere gli estremali vincolati € necessario che la derivata sia nulla, da cui cos ) = sin#.
Se cos 0 = 0 si ha sicuramente sin) = %1, quindi I'equazione non ¢ soddisfatta per i valori
di 6 che annullano il coseno. Supposto cos@ # 0, dividendo per cos 6 si ottiene tanf = 1
ovvero § = /4, 5/4m. Siha che %f o ¢(rt/4) = —+/2, quindi tale punto & di massimo
relativo e assoluto, mentre ;—;2 fo@(5m/4) = ++/2 quindi tale punto & di minimo relativo e
assoluto. Si ha ¢(7r/4) = (1++/2/2,v/2/2) e f o ¢(7r/4) = \/2, massimo assoluto; mentre
@(5/4) = (1 —-+/2/2,—v2/2) e f o ¢(571/4) = —+/2, minimo assoluto.

il metodo delle curve di livello consiste nel cercare i punti dove le curve di livello della
funzione f sono tangenti al vincolo V. Le curve di livello di f sono datedax+y —1 =,
quindi sono rette di equazione y = ¢ + 1 — x. Imponiamo la condizione di tangenza di tali
rette al vincolo V ponendo d = ¢ + 1, quindi y = d — x Sostituendo nell’equazione che
definisce V si ottiene x> — 2x + d? + x? — 2dx = 0, ossia 2x*> — 2x(d + 1) + d?> = 0 e per
avere tangenza e necessario che il discriminante di questa equazione di secondo grado sia
nullo. Quindi (d + 1)> —2d?> = 0 da cui —d? +2d +1 = 0 e percid d = 1 + /2. Con questa
scelta, si ottiene x = (d + 1)/2, quindi x; = 1+ /2/2 cui corrisponde y; = \/2/2 oppure
x; = 1—+/2/2 cui corrisponde y» = —+/2/2 oppure Questi sono gli unici punti critici,
pertanto uno di questi punti & il massimo relativo e assoluto e 'altro & il minimo relativo e
assoluto. f(x1,y1) = V2e fx2,2) = —/2, quindi (x1,y1) € il massimo assoluto e (x2,y2) &
il minimo assoluto.

Posto ¢(x,y) = x? +y? — 2x e osservato che V = ¢~1(0), costruiamo la funzione L(x,y,A) =
f(x,y) + Ag(x,y). Osserviamo che Vg(x,y) = (2x — 2,2y) nullo nel punto (1,0). Tutta-
via (1,0) ¢ V perché ¢(1,0) # 0. Il metodo dei Moltiplicatori di Lagrange consiste nella
soluzione del sistema VL(x,y,A) = 0, ovvero

dxf(x,y) +Adxg(x,y) =0,
dyf(x,y) + Adyg(x,y) =0,
g(xy)=0
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Nel nostro caso:

1+A(2x—2) =0,

1+2Ay =0,

x% + y2 —2x=0.
Si deve necessariamente avere y # 0, altrimenti la seconda equazione non é soddisfatta,
da questa si ricava A = —1/(2y). Analogamente x # 1, altrimenti la prima non & soddi-
sfatta, pertanto A = —1/(2x — 2). Uguagliando queste espressioni, si ottiene y = x — 1.
Sostituendo nell’ultima equazione, si ha x> + (x —1)2 —2x = 0dacui 2x> —4x+1 =0
pertanto x; = 1+ v/2/2 cui corrisponde y; = v/2/2 oppure x» = 1 — +/2/2 cui corrispon-

de y» = —V/2/2 oppure Questi sono gli unici punti critici, pertanto uno di questi punti e
il massimo relativo e assoluto e 'altro ¢ il minimo relativo e assoluto. f(x1,y1) = V2 e
f(x2,12) = -2, quindi (x1,y1) & il massimo assoluto e (x,y2) & il minimo assoluto.

ESERCIZIO 9.15. Trovare i punti di massima e minima distanza dell’insieme V = {(x,y) € R?:
x%/9 + y* = 1} dall’origine tramite parametrizzazione del vincolo, curve di livello e con il metodo
dei moltiplicatori di Lagrange.

SVOLGIMENTO. La funzione f in questo caso & data da f(x,y) := /x> +y?> > 0. Poiché f &
continua, essa ammette massimo e minimo assoluto sull’insieme V' che &€ compatto perché & un’ellisse
centrata nell’origine di semiassi 3 e 1. Poiche I'elevamento a quadrato & una funzione strettamente
crescente sui reali positivi, essa manda massimi in massimi e minimi in minimi inoltre non aggiunge
punti estremali, quindi invece di f studiamo la funzione piti regolare

F(x,y) = f2(x,y) == >+

(1) Il vincolo & un’ellisse centrata nell’origine di semiassi 3 e 1, pertanto utilizziamo le coordinate
polari centrate nell’origine e dilatate secondo l'asse orizzontale ¢(8) = (3cos6,sinb), 6 €
[0, 277]. Si ha quindi

F(¢(8)) = 9cos®8 +sin*f = 8cos?§ + 1

d

@F(q)((?)) = 16 cosfsinf = 8sin 26
dZ
@H(P(Q)) = 16 cos 26.

Si ha che gli estremali sono per sin26 = 0 da cui 8 = 0,7/2,7,37/2. Di questi, dalla
derivata seconda si ha che 8 = 0, 1 sono massimi e 8 = 77/2,37t/2 sono minimi. Quindi i
massimi sono i punti (£3,0) la cui distanza dall’origine & 3 e i minimi sono (0, +1) la cui
distanza dall’origine e 1.

(2) Per quanto riguarda le curve di livello, dobbiamo studiare la tangenza di x> + y* = ¢? con
ellisse x2/9 + y2 = 1. Dobbiamo prestare molta attenzione dato che tanto ’ellisse quanto le
curve di livello presentano punti a tangente verticale e punti a tangente orizzontale. Studia-
mo dapprima i punti con tangente non verticale. Si ha y> = ¢* — x? e sostituendo si ottiene
x%/9 + c? — x> = 1da cui 8x> — 9(c?> — 1) = 0. 1l discriminante & nullo per ¢ — 1 = 0, cui
corrisponde x = 0 e y = £1. Studiamo ora i punti con tangente non orizzontale sostituendo
invece x> = ¢? — y?. Si ottiene 8/9(c?> — y?) + y*> = 1 ovvero y* — (9 — 8c?) = 0 il cui di-
scriminante si annulla per 9 — 8¢? = 0 cui corrisponde y = 0, x = £3. Quindi gli estremali
sono i punti (£3,0) la cui distanza dall’origine & 3 e (0, +1) la cui distanza dall’origine & 1.
Quindi (£3,0) sono di massimo e (0, £1) sono di minimo.

(3) Posto g(x,y) = x2/9+y? —1,si ha Vg(x,y) = 0solo per x = y = 0. Osservato che V =
¢1(0) e che (0,0) ¢ V, costruiamo la funzione L(x,y,A) = F(x,y) + Ag(x,y) e studiamo il
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sistema VL = 0.
9xF(x,y) + Ad:g(x,y) =0,

dyF(x,y) + Adyg(x,y) =0,
glx,y) =0

Nel nostro caso:
2x +A2x/9 =0,

2y +2Ay =0,
xX2/9+y* =1
Dalla seconda equazione si ottiene y = 0 oppure A = —1. Se y = 0 si ha x = £3 dalla terza.

Se A = 1 allora dalla prima si ha x = 0 e quindi y = +£1 dalla terza. Quindi gli estremali
sono i punti (£3,0) la cui distanza dall’origine & 3 e (0, +1) la cui distanza dall’origine & 1.
Quindi (+3,0) sono di massimo e (0, 1) sono di minimo.

ESERCIZIO 9.16. Trovare massimi e minimi relativi e assoluti della funzione f(x,y) = (x —1)? —
y? vincolata sull'insieme V = {(x,y) € R? : x> +y? = 1} tramite parametrizzazione del vincolo,
curve di livello e con il metodo dei moltiplicatori di Lagrange.

SVOLGIMENTO. Il vincolo € una circonferenza di raggio 1 quindi compatto, e f & continua, quindi
ammette massimo e minimo assoluto su V.
(1) Scegliamo la parametrizzazione ¢(6) = (cos 6, sinb), 6 € [0,27].

fo@() = (cos—1)* —sin? 0
d%fo ¢(0) =2(cosf —1)sinf —2sinfcosd = 2sinf(1 —2cosb)

42

ﬁfo @(0) = 4sin”0 +2(1 — 2 cos B) cos b.
Pertanto gli estremali sono 6 = 0,7, 71/3,5/37. Si ha ¢(0) = (1,0) e f(1,0) = 0 con
;—;f o ¢(0) = —2, quindi questo & un punto di massimo relativo. Si ha ¢(7) = (—1,0) e
f(—=1,0) = 4 con ;—;2 fo@(m) = —6 quindi questo & un punto di massimo relativo. Si ha
p(t/3) = (1/2,/3/2) e f(1/2,4/3/2) = —1/2 con %f o ¢(rr/3) = 3 quindi questo &
un punto di minimo relativo. Si ha ¢(57/3) = (1/2,—v/3/2) e f(1/2,—/3/2) = —1/2
con ;—;2 fo@(571/3) = 3 quindi questo & un punto di minimo relativo. Allora (—1,0) e di
massimo assoluto e (1/2, ++/3/ 2) sono di minimo assoluto.

(2) Consideriamo le curve di livello (x — 1) — > = ¢ e dobbiamo studiare la tangenza con
x? 4+ y? = 1. Una retta tangente alla curva di livello in un suo punto (x, yo) ha equazione
(xo—1)(x — x0) —yo(y — yo) = 0 e una retta tangente alla circonferenza nel medesimo punto

(x0,y0) ha equazione xo(x — xo) + yo(y — yo) = 0. Tali rette sono parallele se e solo se yo(xg —
1) + xoyo = 0. Una soluzione & data da yy = 0 cui corrispondono xp = £1. Altrimenti si ha
xp = 1/2 cui corrispondono yg = ++/3/2. Siha f(1,0) =0, f(—1,0) =4, f(1/2,£/3/2) =
—1/2. Allora (—1,0) & di massimo assoluto e (1/2,+1/3/2) sono di minimo assoluto.

(3) Posto g(x,y) = x> + y> — 1 e osservato che V = ¢~1(0), costruiamo la funzione L(x,y,A) =
f(x,y) + Ag(x,y) e studiamo il sistema VL = 0.

dxf(x,y) + Adxg(x,y) =0,
dyf(x,y) + Adyg(x,y) =0,
g(x,y) =0.

Nel nostro caso:
2(x—1)+A2x =0,

=2y +2Ay =0,
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Si ha y = 0 oppure A = 1 dalla seconda. Se y = 0 si ottiene dalla terza x = £1 con f(1,0) = 0
e f(—1,0) = 4. Se invece A = 1, si ha dalla prima x = 1/2 e dalla terza y = 4++/3/2. Si ha poi
f(1/2,4£+/3/2) = —1/2. Allora (—1,0) & di massimo assoluto e (1/2,4+/3/2) sono di minimo
assoluto.

ESERCIZIO 9.17. Trovare massimi e minimi relativi e assoluti della funzione f(x,y) = x? + y?
vincolata sull'insieme V = {(x,y) € R? : x? + y*> + x*y? = 1} con il metodo dei moltiplicatori di
Lagrange.

SVOLGIMENTO. Linsieme V & luogo degli zeri della funzione continua g(x,y) = x2 +y? + x*y? —
1 ed & contenuto nella palla centrata nell’origine di raggio 1, infatti se (x,y) € Vsiha0 < x2 +y? =

1 —x*y? < 1, quindi & compatto e f, essendo continua, ivi ammette massimo e minimo assoluti.
costruiamo la funzione L(x,y,A) = f(x,y) + Ag(x,y) e studiamo il sistema VL = 0.

0xf(x,y) + Ad:g(x,y) =0,
dyf(x,y) +Adyg(x,y) =0,
glx,y) =0

Nel nostro caso:
2x + A(2x +2xy?) =

2y + A(2y +2yx?) =

4+t + 2yt =1
Dalla prima equazione si ottiene x = 0 oppure A = —1/(1 + y?). Se x = 0 allora y = +1 dalla terza.
Dalla seconda equazione si ottiene y = 0 oppure A = —1/(1+ x2). Sey = 0 allora x = +1 dalla
terza. Se x # 0, y # 0 si ottiene x = £y da cui 2x2 4+ x* = 1 che ha come soluzioni x = +v/v/2 —1
e quindi y = +v/v2—1. Pertanto si ha £(0,+1) = f(£1,0) = 1le f(£VV2-1,VV2—-1) =
f(j:\/\@ —1,—VV2—1) =2(v/2—1) Siha2(v/2 — 1) < 1 infatti da tale relazione si ricava v/2 —
1 < 1/2 quindi V2 < 3/2 e infine 2 < 9/4. I punti (0, 41), (£1,0) sono di massimo assoluto, gli
altri sono di minimo.

Altro metodo: dall’equazione del vincolo si ricava

2
¥2 — -y )
1+y?
e sostituendo nella funzione si ha:
1-y> 5\ _1-y*
f <1+y2'y ) B
Studiamo per 0 < ¢t < 1 la funzione
k) = 2=ty
1+t
Sihak'(t) = tijﬁ)}l, che si annulla per t = 1/2 — 1. (I’altra soluzione non & accettabile), tale derivata

& positiva per valori a destra di tale punto e negativa per valori a sinistra. Quindi per t = /2 — 1 si ha
un minimo e i valori massimi della funzione si trovano agli estremit = 0,t =1. Set =0sihay =0e

x=+1.Set =1sihay=+lex=0.Set=+2—1sihaly| = Vv2—1el|x| = V2~ 1. Pertanto
siha f(0,£1) = f(£1,0) = 1e f(£VV2—1,VV2—1) = f(£VV2 - 1,—\/\f—1 :2(\6—1)

I punti (0, £1), (+1,0) sono di massimo assoluto, gli altri sono di minimo.

ESERCIZIO 9.18. Trovare i punti di massima e minima distanza (al quadrato) dall’origine di R?
dell'insieme V definitoda V = {(x,y) € R?: x?> +y? + x?y*> = 1} con il metodo dei moltiplicatori di
Lagrange.

SVOLGIMENTO. La funzione da minimizzare & f(x,y) = x>+ y2. 1l problema ¢ identico al
precedente.
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ESERCIZIO 9.19. Trovare i punti di massimo e minimo della funzione f(x,y,z) = x> — x + > +
y(z + x — 1) vincolati all'insieme V = {(x,y,z) € R®: x> +y> = lex+y+z = 1} con il metodo
dei moltiplicatori di Lagrange.

SVOLGIMENTO. Il vincolo & chiuso perché posto g1(x,y,z) = x> +y*> —le g2(x,y,2) = x +y +
z—1 = 0, si ha che tali funzioni sono continue e il vincolo si scrive come intersezione dei chiusi
g7 1(0) N g, *(0). Inoltre Vgi(x,y,z) = 0solose x = y = 0 che non soddisfa g1(x,y,z) = 0 e
Vg2 (x,y,z) # 0 Per provare che il vincolo & compatto, basta vedere che & limitato. Se x> +y? =
1, necessariamente |x| < le |y| < 1. Ma allora dato che x +y+z = 1, equindiz = 1 —x —
y, necessariamente |z| < 3. Quindi l'insieme & compatto e la funzione continua f ammette su di
esso massimo e minimo assoluto. Costruiamo la funzione L(x,y,z,A, u) = f(x,y,2z) + Ag1(x,y,2z) +
1g2(x,y,z) e studiamo il sistema VL = 0 ossia

Oxf(x,y,2) + A0xg1(x,y,2) + noxg2(x,y,2z) =0
9y f(x,y,2) + Adyg1(x, Y, 2) + Hoyga(x,y,z) =0
0-f(x,y,2z) + Ad281(x,y,z) + 4o (x,y,z) =0
§1(x,y,2) =0
$2(x,y,2) =0

Nel nostro caso:

—1+2x+y+2Ax+pu =0
—1+x+2y+z+2ly+u=0
y+u=0

x24+y? =1

x+y+z=1

Siricava y = —pu dalla terza. A questo punto si ha nella prima —1 + 2x +2Ax = 0 quindi 2x(1+A) =

1. Se A = —1 questa equazione & impossibile, pertanto x = ﬁ Sostituendo la quinta nella

secondasiha Ay = 0dacuiy =00A =0. Se A = 0allora x = 1/2 e dalla quarta y = ++/3/2,
mentre se y = 0 sempre dalla quarta si ha x = 1. Sostituendo i vari casi nella quinta, si hanno
i punti (1,0,0), (—1,0,2), (1/2,v/3/2,1/2—+/3/2), (1/2,—/3/2,1/2++/3/2). Si ha £(1,0,0) =
0, f(—=1,0,2) = 2, f(1/2,/3/2,1/2—+/3/2) = f(1/2,—v/3/2,1/2++/3/2) = —1/4 e 1l punto
(—1,0,2) & di massimo assoluto, i punti (1/2,v/3/2,1/2 —+/3/2) e (1/2,—+/3/2,1/2 4+ 1/3/2) sono
di minimo assoluto.

ESERCIZIO 9.20. Trovare i punti di massima e minima distanza (al quadrato) dall’origine di R
dell'insieme V definito da V = {(x,y,z) : ¥* +y*> + xy —z> = le x> + y* = 1} con il metodo dei
moltiplicatori di Lagrange.

SVOLGIMENTO. Il vincolo & chiuso perché posto ¢1(x,y,z) = x> +y> +xy — 2> — le g2(x,y,2) =
x2 + y2 —1 =0, si ha che tali funzioni sono continue e il vincolo si scrive come intersezione dei chiusi
g7 (0)N g 1(0). Vgi(x,y) = (2x +y,2y + x, —2z), nullo solo per x = y = z = 0 che non soddisfa
21(x,y,z) = 0 e analogamente Vg>(x,y) = 0 solo se x = y = 0 che non soddisfa g>(x,y) = 0. Per
provare che il vincolo & compatto, basta vedere che ¢ limitato. Se x> +y? = 1, necessariamente |x| < 1
e |y| < 1. Ma allora dato che x? + y* + xy — z2 = 1, e quindi z> = 1 + x? + y* + xy, necessariamente
|z| < 2. Quindi I'insieme & compatto e la funzione continua f(x,y,z) = x* + y* + z> ammette su di
esso massimo e minimo assoluto. Costruiamo la funzione L(x,y,z, A, u) = f(x,y,2z) + Ag1(x,y,2z) +
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1g2(x,y,z) e studiamo il sistema VL = 0 ossia

Oxf(x,y,2z) + Adxg1(x, Y, 2) + poxg2(x,y,2) =0
dyf(x,y,2) + Adyg1(x,y,z) + poyga(x,y,z) = 0
9:f(x,y,2) + A0:81(x, ¥, 2) + 40:82(x,y,2) =0
g1(x,y,z) =0
g2(x,y,2z) =0

Nel nostro caso:

2x +A2x+y) +2ux =0
2y+AQ2y+x)+2uy =0
2z —2Az =0
4+yP+ay—z2=1

x> 4+y? =1

Sostituendo la quinta nella quarta si ottiene z2 = xy. Dalla terza si ha z = 0 oppure A = 1. Sez = 0

allora xy = 0 quindi o x = 0 oppure y = 0, infatti dalla quinta non si pud avere x = y = 0. Se
x = 0, dalla quinta si ha y = +1, altrimenti se y = 0 si ha x = £1. Pertanto si ottengono i punti
(£1,0,0) e (0,£1,0). Se A = 1 allora sottraendo dalla prima la seconda si ha 2(x —y) + (x —y) +
2u(x —y) = 0, ovvero (3+ 2u)(x —y) = 0 che & verificata per x = y oppure t = —3/2. Sex =y, si
ottiene z = £x e dalla quinta x =y = +/2/2, quindi si ottengono i punti (\ﬁ /2,/2/2,+2/ 2)e
(—ﬁ /2, —2/2,+v2/ 2). Seinvece y = —3/2, A = 1, sommando le prime due equazioni si ottiene
2(x+y)+3(x+y) —3x = 0da cui 2x = —5y. Essendo x, y di segno opposto e non nulli (altrimenti la
quinta non e soddisfatta), 'equazione 722 = xy non ha soluzione reale. Pertanto i punti sono (£1,0,0),
(0,£1,0), (vV2/2,v/2/2,£v2/2) e (—V2/2,—+/2/2,+v/2/2). Siha f(£1,0,0) = f(0,4£1,0) =1,
F(V2/2,72/2,£v2/2) = f(—v2/2,—\/2/2,++/2/2) = 3/2. Pertanto i punti (+1,0,0), (0, £1,0)

sono di minimo assoluto e gli altri di massimo assoluto.

ESERCIZIO 9.21. Trovare gli estremali assoluti di f(x,y) = \/]7(5'_"2_y2 suD := {(x,y) € R?:
x>+ (y—1)2 <1}

SVOLGIMENTO. Poiché f e continua e D & compatto, il Teorema di Weierstrass assicura l'esistenza
di massimi e minimi assoluti di f in D. Osserviamo che f(x,y) > 0e f(x,y) = 0seesolosey = 0.
L'intersezione di D con y = 0 & O(0, 0). Pertanto questo & 'unico punto di minimo assoluto vincolato
e la funzione e nulla in questo punto.

Osserviamo che f(x,y) = \/ye*xze*y2 < \/yefy2 = f(0,y), pertanto siamo ricondotti allo studio
dei massimi della funzione di una sola variabile g(y) = \/ye_y2 con 0 <y < 2. Sihache

2

gy =e? <2\/? — 2y3/2) = ;\/yy(l —4),

che in |0, 2[ si annulla solo iny = 1/2. Da

§0) =0 < g2) = VBt < g(1/2) = Yo N,

si ricava che y = 1/2 & punto di massimo assoluto per g su [0, 2], quindi (0,1/2) lo & per f su D.

Altro modo. Cerchiamo gli estremali all’interno di D: il gradiente di f e

—x2—y?
Vi y) = (—hﬂe’”ﬂ ezﬂ - 2y3/2e"2y2> .
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All'interno di D si ha y > 0, quindi il gradiente si annulla solo per x = 0, y = 1/2. La matrice
hessiana di f e

o) 4o 2y — 207V Jy 4=V yy3/2 e**f/*;zx
Hess f(x,y) = 2,2 22 |
4€fx27y2xy3/2 e \/yy x 4e—x27y2y5/2 - 4efxzfy2\/y o ET;/

S

4

0
Hess f(0,1/2) = ( 0‘[ Y ) :
Ve

A2

Poiché & definita negativa, il punto (0,1/2) & un massimo relativo per f e f(0,1/2) =

V2, 1
5 .
Parametrizziamo il bordo di D in coordinate polari x = cost, y = sint+1,t € [0,27[. Si ha

h(t) == f(cost,sint+1) = e 26O foin() + 1.

Derivando: '
H(t) = e 2(sin(t)+1) (4 sin(t) 4 3) COS(t)‘
2¢/sin(t) +1
Tale derivata € nulla per cost = 0 ovvero t = 7/2,37w/2 e sint = —3/4. I punti corrispon-

denti a questi valori di t sono (0,0), (0,2), (+v/7/4,1/4). Si ha £(0,0) = 0, f(0,2) = v2e7*%,
2
f(£+/7/4,1/4) = e~1/2/2. Confrontando questi valori con f(0,1/2) = \2[6_1/4, si ricava che (0,0)

& di minimo assoluto e (0,1/2) di massimo assoluto.

ESERCIZ10 9.22. Data la funzione

flxy) =/4—x2 -2,

(1) Calcolarne il dominio, e tracciarne alcune curve di livello.

(2) Stabilirne la classe di regolarita.

(3) Calcolarne il gradiente e la derivata direzionale lungo 7 = i+ ]_"nell’origine,
(4) Calcolarne lo sviluppo di Mac Laurin arrestato al secondo ordine.

(5) Calcolare il massimo e minimo assoluti di f sull’'insieme

D={(x,y) €ER*: |x| +|y| <1sey >0, ex’+y>* <1sey <0}

SVOLGIMENTO. Si hadom f = {(x,y) : x> +y*> < 4}. Le curve di livello di f sono circonferenze
centrate nell’origine. La funzione f & continua in dom f e di classe C* nell’interno del dominio. Si
ha inoltre f(x,y) < 2 per ogni (x,y) € dom f e 'uguaglianza vale solo nell’origine. Quindi 2 & di
massimo assoluto per f ed é raggiunta in un punto di differenziabilita di f. Ma allora il gradiente e
tutte le derivate direzionali nell’origine sono nulle. Si ha

x y
v s - - /A s
fy) ( V-2 —y2+4 \/—xz—y2+4>
y*—4 B xy
(—2—2+4)*% (2 —y24+4)*?

Hess f(x,y) =
xy x> —4
(_x2 B yz +4)3/2 (_x2 B yz +4)3/2
V£(0,0) =(0,0),

—-1/2 0
Hess f(0,0) = < 0/ _1/2>
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Lo sviluppo in serie di Mc Laurin arrestato al secondo ordine ¢ allora

1
floy) =2= 5 +3°) +o(x* + 7).

L’'insieme D e chiuso e limitato perché unione finita di chiusi e limitati, quindi € compatto e per la
continuita di f ammette massimo e minimo assoluto su D. Poiché 1'origine appartiene a D, si ha che
l'origine & di massimo assoluto per f vincolato a D. Osserviamoche D C {(x,y) € R?: x> +y% < 1},
inoltre si ha /3 < f(x,y) <2perogni(x,y) € R?tali che x> + y> < 1,esiha f(x,y) = V/3 se e solo
se x? +y? = 1. Pertanto si ottiene che il minimo assoluto di f su D vale v/3 ed & raggiunto nei punti
di D che soddisfano x? + y? = 1, ovvero i punti soddisfacenti x> + y> = 1 ey < 0 e il punto (0, 1).

ESERCIZIO 9.23. Si consideri la funzione f : R? — R definita da f(x1,x2) = x1, soggetta ai
vincoli

g(x1,x0) := (x1 —4)> +x3 -16 <0 h(x,y) == (x; —3)*+ (x —2)> =13 = 0.

Determinare i punti che soddisfano alla condizioni necessarie di Kuhn-Tucker.

SVOLGIMENTO. II vincolo ¢ compatto, in quanto intersezione di chiusi e limitati, pertanto per
continuita di f esiste un minimo globale vincolato, ed e dato dall’arco di circonferenza centrata in
(3,2) di raggio v/13 che trovasi all’interno del cerchio centrato in (4,0) e di raggio 4. Ad eccezione

degli estremi, nei punti dell’arco ¢ attivo il solo vincolo # e Vh(x,y) # 0 su tale arco. Gli estremi
dell’arco, ottenuti risolvendo il sistema

x1 —4)2 4+ 12 =16,
( 5

(x1 —3)2+ (x2 —2)2 =13,
sono (0,0) e (32/5,16/5).

Agli estremi entrambi i vincoli sono attivi, quindi e necessario verificare la condizione di indi-
pendenza lineare tra Vg e Vh. Siha Vg(x,y) = 2(x1 —4,x2) e Vh(x,y) = 2(x7 —3,x2 —2). Per
verificare 1'indipendenza, costruiamo la matrice che ha tali vettori come colonne. I due vettori sono
indipendenti se e solo se tale matrice ha rango massimo. Tale determinante & 4(x; —4)(x2 —2) —
4xy(x1 —3) = 32 — 8x1 — 4x, che & diverso da zero ai due estremi. Pertanto i vincoli soddisfano la
condizione di regolarita richiesta.

La funzione Lagrangiana del problema e
L(x1,x2, A, ) =f(x1,%2) + Ag(x1, x2) + ph(x1, x2)
=x1 4+ A((x1 —4)* + x5 — 16) + u((x1 — 3)* + (x2 —2)* — 13).
E quindi necessario risolvere il sistema
Oy, L(x1, %2, A, u) =2A(x1 —4) +2u(x1 —3)+1=0,
Ox,L(x1, %2, A, ) = 2Axp +2u(xp —2) =0,
AM(x1—4)2+x3—-16) =0,
A >0,
con le condizioni di ammissibilita (x; —4)* 4+ x3 — 16 <0, (x; —3)? + (x» —2)2 =13 =0.
I vincoli sono entrambi attivi solo in (0,0) e (32/5,16/5).

e Per quanto riguarda (0, 0), sostituendo nel sistema x; = 0e x, = Osiottieney =0e A =1/8
e Per quanto riguarda (32/5,16/5), sostituendo nel sistema x; = 32/5 e x» = 16/5 si ottiene

%(24)\4—34# +5)=0

S

Z(8A43u) =0

Q1
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dacuid =3/40eu = —1/5.
Fuori da questi punti si deve avere A = 0 perché il vincolo ¢ inattivo. Sostituendo A = 0 nel sistema
si ha
14+2(=3+x1)u=0,
2(—24x)u =0.
Dalla seconda equazione si ha ¢ = 0 oppure x, = 2. Se y = 0 la prima equazione non ha solu-
zione, quindi xp = 2. Sostituendo in h(x1,x;) = 0sihax; = 3+ v/13. Poiché deve essere anche

1
g(x1,x2) < 0, l'unica soluzione accettabile per x; & 3 + V13, cui corrisponde y = —m. In defini-

tiva si ottengono i punti (0,0), (32/5,16/5), (3 4+ 1v/13,2). Il minimo assoluto & chiaramente in (0, 0),
il massimo assoluto in (3 4+ /13, 2).

1
ESERCIZIO 9.24. Si consideri la funzione f : R?> — R definita da f(x,y) = E(x2 +y?), e l'insieme

F definito da h(x,y) := x+y—1=0e g(x,y) := (x — 1)> + y*> — 1/4 < 0. Determinare i punti che
soddisfano alla condizioni necessarie di Kuhn-Tucker.

SVOLGIMENTO. Poiché f e continua e il vincolo F compatto (intersezione di due chiusi di cui
uno limitato), si ha che f ammette minimo su F. Piu1 precisamente il vincolo ¢ dato dal segmento
della retta x + y = 1 contenuto nel cerchio centrato in (1,0) di raggio 1/2. Ponendo a sistema la
circonferenza e la retta si ottengono i punti A = (1 — 2%&, ﬁ) eB=(1+ 2%@, —21—2) Nei punti
del segmento congiungente A e B privato degli estremi solo il vincolo & & attivo, e inoltre Vh(x,y) =
(1,1) # 0. Agli estremi entrambi i vincoli sono attivi, e si ha Vg(x,y) = (2(x —1),2y). Calcolando

in AeBsiha Vg(A) = \2(—1,1) e V¢(B) = —Vg(A). In entrambi i casi, Vi(A) e Vg(A) sono

linearmente indipendenti, analogamente Vi(B) e Vg(B) sono linearmente indipendenti. Quindi &
possibile applicare KKT in tutti i punti del vincolo.

Il Lagrangiano del sistema e

1
L(x,y, Aymu) = S (2 +y7) + p(x +y = 1)+ A((x = 1) +y7 — 1/4).

e il sistema delle condizioni di Kuhn-Tucker sono

oxL(x,y A, u)=x+u+2A(x—1)=0,

IyL(x,y, A, p) =y+pu+21y =0,

AM(x—1)2+y?>—1/4) =01 >0,
cui vanno aggiunte le condizioni di ammissibilita g(x,y) < 0 e h(x,y) = 0. Supponiamo che il
vincolo ¢ sia inattivo, allora A = 0. Questo implica x + ¢ = 0 e y + p = 0, quindi x = y. Sostituendo
in h(x,y) = 0siha x = y = 1/2. Tuttavia in questo caso g(x,y) > 0, quindi tale caso e da scartare.

Pertanto si ha A > 0, quindi in particolare si deve avere g(x,y) = h(x,y) = 0 e si ritrovano i punti
A e B. Dal sistema, si trova x —y +2A(x —y — 1) = 0. Sostituendo le coordinate di A e B, si trova

2—-V2
inAe
2V/2

V20— L 4+1=0,e V2V + L +1 = 0, rispettivamente. Cid implica che A =
NG V2 P P

_24V2
-~

< 0in B, quindi B non & accettabile. Il punto A e di minimo assoluto.






CAPITOLO 10

Lezione del giorno mercoledi 25 novembre 2020
Teorema dalla funzione implicita e inversa I (Durata 1715')

TEOREMA 10.1 (Dini in R?). Sia D C R? aperto, f : D — R continua, (xo,yo) € D tale che
f(x0,y0) = 0. Supponiamo che in un intorno di (xo,yo) esista continua d,f(x,y) e sia d,f(x,y) # 0.
Esistono allora U e V intorni in R rispettivamente di xg e yo, ed un'unica funzione continua ¢ : U — V tali
che:

{oy)eD: floy) =0iNUxV) ={(x,¢(x)): x U}, ¢(x0) = yo-
Si dira che ¢ esplicita localmente f rispetto alla variabile x in un intorno di xo.

PROPOSIZIONE 10.2. Nelle ipotesi precedenti, si assuma che f sia differenziabile in (xo, yo). Allora ¢ @
derivabile in x( e vale:
~ 9xf (%0, %0)

@yf(xofyo)'
In particolare se f é differenziabile in un intorno di (xo, yo), allora

(P/(x) — _axf<xl gD(.X'))’ Vx € U.
Iyf(x, ¢(x))

TEOREMA 10.3 (Dini). Siano X, Y, Z spazi normati completi, D apertoin X X Y, f : D — Z continua,
(x0,Y0) € D tale che f(xo,y0) = 0. Supponiamo che in un intorno di (xo, o) esista continua dy f(x,y) e
che dy f (xo, yo) sia isomorfismo di Y su Z. Esistono allora U C X e V C Y intorni rispettivamente di xg e yo,
ed un’unica funzione continua ¢ : U — V tali che:

{wy)eD: flxy) =0tnUXV)={(x,¢(x)): xeU},  ¢(x0) = Yo
Si dira che @ esplicita localmente f rispetto alle variabili x in un intorno di xo. Se poi f é differenziabile in
(x0,Y0), si ha:

¢’ (x0) =

1
¢'(x0) = — (3Yf(xo,yo)) o dxf(x0,Yo)-

ESERCIZIO 10.4. Dimostrare che esiste una ed una sola funzione continua e derivabile y = ¢(x)
definita in un intorno di x = 2 soddisfacente all’equazione:

X +yP—2xy—1=0,
con la condizione ¢(2) = 1. Calcolarne la derivata prima e seconda.

SVOLGIMENTO. Poniamo f(x,y) = x> +y> —2xy —1, P = (2,1). Si ha f(P) = 0. Calcoliamo
9y f(x,y) = 3y* — 2x e osserviamo che 9, f(P) = —1 # 0. Per il Teorema di Dini esiste una ed una
sola funzione continua ¢ definita in un intorno di 2 tale che F(x, ¢(x)) = 0 e ¢(2) = 1. Poiché f € C!,
si ha che ¢ & C!, e si ha
4y o) | 2201
dyf(x, o(x))  3¢*(x) —2x

In particolare, ¢'(2) = 2.
Derivando ulteriormente, si ottiene:

& o) = — 220 (0)Be() —2%) — (2 = 2¢(x)) (6p(x)¢'(x) —2)
A" (3¢7(x) — 2x)? '
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In particolare, sostituendo x =2, ¢(2) =1, ¢’(2) =2, siha ¢”(2) = 18.

Si poteva procedere per la prima parte anche nel modo seguente:

df(x,y) = 9xf(x,y) dx + 9, f (x,y) dy = 2(x — y) dx +2(3y* — x) dy.

Questo implica in particolare che V f(x,y) = 2(x — y,3y? — x). Tale vettore & ortogonale all’insieme
S = {(x,y) € R?>: f(x,y) = 0} nel punto (x,y) € S. Ma allora esiste C € R tale che la retta
C+df(x,y)(h k) = 0 (le variabili sono (h, k)) sia tangente a tale insieme in (x,y). Nel punto (2,1)
si ha che tale retta ¢ C +2h — k = 0. Essa deve passare per (2,1), quindi posto h = 2, k = 1si ha
C = —3. L'equazione della tangente in (2,1) & quindi k = 2h — 3, pertanto ¢'(2) = 2, ovvero il
coefficiente angolare della tangente.

ESERCIZIO 10.5. Mostrare che 1’equazione:
xeY —y+1=0,
definisce, in un intorno del punto x = 0, una ed una sola funzione continua implicita y = ¢(x), che

per x = 0 assume il valore 1. Calcolarne derivata prima e seconda.

SVOLGIMENTO. Poniamo f(x,y) = xe/ —y+1, f € C®°(RR?). Siha f(0,y) = 0seesolosey = 1.
Pertanto le funzioni implicitamente definite in un intorno di x = 0 necessariamente devono valere 1
in 0. Calcoliamo le derivate d.f(x,y) = e, d,f(x,y) = xe¥ — 1. Siha d,f(0,1) = —1 # 0, pertanto
e possibile applicare il teorema di Dini e concludere l'esistenza di una funzione ¢ implicitamente
definita da f(x,y) = 0 in un intorno di (0, 1) con ¢(0) = 1. Tale funzione risulta C! perché f € C!. Si

ha:
COf(ve(x)  et®
xe¥ —1 o xe(P(x) — ]'

¢'(x) =
Si ricava ¢'(0) = e. Derivando si ottiene:

q)”(x) _ _e‘l’(x) qgl(x)(xe‘l’(x) — 1) — eq’(x) <e§0(x) + xe‘l’(x) qpl(x)) eZgD(X)(l — x(P/(x>)
2

da cui sostituendo si ha ¢”(0) = e*.

7

(xe?(®) —1)2 N (xe?(®) —1)2

ESERCIZIO 10.6. Provare che I'equazione
Py — 22 +dxyPz+ 132 +30=0

definisce, in un intorno del punto (1, 2), una funzione continua e parzialmente derivabile z = ¢(x, y)
che per x = 1, y = 2 assume il valore —1. Calcolare le derivate parziali di ¢.

SVOLGIMENTO. Poniamo f(x,v,z) = x?y — 2> + 4xy°z + x3z + 30, osserviamo che f(1,2,—1) =
2+4+1-32—1+30 = 0. Calcoliamo le derivate parziali di f:

A f(x,y,2) = 2xy + 4y°z + 3x°z,
Ay f(x,y,z) = x* + 12xy°z,
0.f(x,y,2) = =32 + 4xy® + x°.

Si hao,;f(1,2,—1) = =3+32+4+1 = 30 # 0, pertanto & possibile applicare il teorema di Dini ed
ottenere cosiuna funzione z = ¢(x, y) definita in un intorno di (1, 2) con ¢(1,2) = —1. Tale funzione
& Cl perché f € C!. Calcoliamone le derivate parziali:

Cof(yevy) - 2xy+4y7e(xy) +3x%¢(x, )

WY = oy eny) . 3¢P(ny) + AP+
dvo(n,y) = — Sy e y) o+ 12vye(xy)
y Py 92f (%, v, (x,y)) —3¢%(x,y) + 4xy3 + 23

In particolare si ha d,¢(1,2) = 31/30 e dy¢(1,2) = 47/30.
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ESERCIZIO 10.7. 1l sistema:
fAlx,y,z)=x2+y*—22+2=0,
fo(x,y,z) =xy+2yz—xz2+7=0,

e verificato per x = 1, y = —1, z = 2. Far vedere che esso definisce y e z come funzioni implicite
della x in un intorno di x = 1 e che y(x) e z(x) assumono per x = 1 rispettivamente i valori —1 e 2.
Calcolare poi y'(1) e 2'(1).

SVOLGIMENTO. Poniamo

F(x,y,2) = (fi(x,y,2), fa(x,y,2)).

Siha F : R® — IR2. Calcoliamo la matrice Jacobiana di F:

2x 2 -2z
Jac(F)(xy,2) = ( y—z x+y22 2y —x ) '

Per poter esplicitare y e z come funzioni della x, & necessario vedere se lo Jacobiano parziale fatto
rispetto a y e z, calcolato nel punto (1, —1, 2), sia 0 meno degenere. Tale Jacobiano parziale & la matrice
formata dalla seconda e terza colonna di Jac(F) (che corrisponde alle derivate di f, f> rispettoay e a
z). Siha

T i § e, -12 = (775,

Lo Jacobiano parziale in (1, —1,2) & non degenere perché si ha detJac,.(F)(1,—1,2) = 26 # 0. E’
possibile pertanto applicare il teorema di Dini ed esplicitare localmente in un intorno di x = 1 la
y e la z ottenendo due funzioni y = y(x), z = z(y) con y(1) = —1 e z(1) = 2, si ponga quindi

o(x) = (y(x),2(x)).

Calcoliamo ora I'inversa della matrice Jac, . (F)(1, —1,2):

e, (R0 -12) =5 (T2 %),

Il differenziale parziale rispetto alla x di F nel punto (1, —1,2) e dato dalla prima colonna della

matrice Jacobiana di F, quindi Jac, (F)(1, —1,2) = < _23 > . Per il Teorema di Dini si ha:

o) = (409 ) = ~lac ()1, -1,2)] Macd(F)(1,-1,2)

1 (-3 4 2\ 1/ -18
T 26\ =5 =2 -3 )7 26\ —4
Quindi y'(1) =9/13 e /(1) = 2/13.

ESERCIZIO 10.8. Una fabbrica utilizza due tipi di materie prime per produrre un materiale. Sup-
poniamo che il prodotto finale venga venduto dalla ditta ad un prezzo di 1 per ogni unita di misura,
e siano p; > 0 e pp > 01i prezzi di acquisto per unita di misura delle due materie prime. Assumiamo
che la quantita di materiale prodotto m3 e le quantita di materie prime m, e m, soddisfino la funzione
di produzione di Cobb-Douglas con esponenti 1/3 e 1/2, ovvero valga:

Mz = m%/‘gmé/z.

(1) Siprovi che fissati p; > 0, p2 > 0, esiste un’unica scelta di (17, my) che permette all’azienda
di massimizzare il proprio profitto.

(2) Sistudil'effetto di una variazione dei prezzi p;, p» sulla scelta di (1, my) per massimizzare
il profitto.
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SVOLGIMENTO. Il profitto dell’azienda ¢ dato dalla quantita mj3 di materiale prodotto moltipli-
cata per il prezzo di vendita, cioeé 1, cui viene sottratto il costo di ciascuna materia prima, ovvero il
prezzo p; per unita della materia prima moltiplicato per la quantita m;, i = 1,2:

I(my, my, m3, p1, p2) = M3 — p1my — paiiy,
Si richiede di massimizzare I sotto i vincoli
._ 1/3,,.1/2 _
{g(ml,mz, ms) 1= mg — ml/ mz/ =0,

my, mp, mz > 0.

N

Il primo vincolo e parametrizzabile, per cui, considerati p; e p, fissati, possiamo massimizzare
direttamente

1 1/2 1 1/2
h(my, my) := I(my, ma, my"°m3/2, p1, p2) = mi*my/* — pymy — mapy,

sull'insieme D dove D := {(my,mp) € R?: my, my > 0}.
Proviamo ora che, se esiste, il massimo & assunto in D = int D. Si ha banalmente che 1(0, m;) =
—pamy < 0 e h(my,0) = —pym; < 0. D’altra parte, si ha h(t,t) = t5/¢ — (p; + p2)t = t5/6(1 —

t1/6(p1 + p2)). Quindi esiste t > 0 tale che h(t,t) > 0. Poiché (t,t) € D, il massimo - se esiste - deve
essere assunto in int D perché h su dD assume valori minori o uguali a zero.

Poiché D non e compatto, pertanto & necessario provare che il massimo esiste. Parametrizziamo
I'insieme in coordinate polari. Si ha

D :={(pcosb,psinf): p >0, 0 €]0,t/2[}.
Si ha allora
h(pcosh,psinf) = p°®cosfsin® — (p;y cos b + pasinh)p.

Osserviamo che se 6 € [0,77/2], p1,p2 > 0, esiste C > 0 tale che si abbia p; cos6 + pysinf > C.
Per provarlo, si consideri la derivata di 6 — p; cos@ + ppsin6. Essa si annulla in |0, 71/2] solo per

p1 p2
/Pt 3 VPP

mente negativa in |0, 71/2], pertanto il punto trovato ¢ un minimo relativo, e il valore del minimo &

6 = arctan(p2/p1), da cui cosf = e sinf = La derivata seconda é stretta-

\/ P2 + p5. I valori agli estremi dell’intervallo ]0, 71/2[ sono p; e p,, quindi

p1cosf + pysind > C := min{p1, po, \/ P> + p3}.

Ma allora per p — oo si ha h(pcosf,psinf) < p>/¢ — Cp — —oo, in particolare esiste R > 0 tale che
se |(my1, my)| > R, con (my,my) € D, si ha h(my,mp) < h(0,0) = 0 e quindi in particolare il massimo
non pud essere assunto su R? \ B(0, R), in quanto tutti i valori di & su tale insieme sono strettamente
inferiori al valore assunto da / in (0,0). Quindi, se esiste, il massimo verra assunto sul compatto

B(0,R) N D. Essendo h continua, il massimo & assunto, e, per quanto visto prima, & assunto in un
punto di D.

Si ha

\/ M2 NG
Vh(my, my) = <3m2/3 - p1 N Pz)
1

_2\/1172 1
9m?/3 6111%/3\ /1

Hess h(mq, my) =
1 J mq

2 o 2
67}11/3w /My 4mg/
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1 N

In D si ha che il determinante det Hess h(mq, mp) = —s > Oe ——== < 0, pertanto tutti i
36m;’ "my 9Imy
punti critici di /2 su D sono massimi relativi.

Proviamo che esiste un’unico punto di massimo (sappiamo gia che ne esiste almeno uno). Sup-
poniamo che ne esistano due, e siano (my, my), (m}, m}) € D. consideriamo la funzione

P(A) 1= 1((1 = A) (mr, m2) + A(my, m3)).
La mappa ¢ & definita in un intervallo aperto contenente [0,1] e ha valori in D. Si ha ¢(0) =
h(my, ma) = (1) = h(m, m;),
d
P A) = VI((1 = A)(my,ma) + AGmy, my)) - (my — iy, my — ma),

dZ

WI]J()\) = (Hessh((1 — A)(mq, mp) + A(mh, my)) (my —my, my — my), (my —my, my —my)) <O,

perché I'hessiano di & e definito negativo. Ma questo implica che %1,[1(/\) sia strettamente monotona,
e quindi possa annullarsi in un unico punto tuttavia si ha ¢’ (0) = ¢’(1) = 0. Pertanto si deve avere
my = my e mh = my. Quindi il massimo & unico.

Altro metodo per avere 'unicita del massimo: determiniamo i punti critici risolvendo le due

. /M Vi 1 .
= = p,. El 1 1 Ltipl 1 1
equazioni Bm% 5 =Pie; = p2. Elevando la seconda al quadrato e moltiplicandola per la prima
2/3
V/ 1 1
si ottiene pyp3 = T/ZB "M pertanto my = ———, dacuim = _———.
3my’> 4y 144p3p5 216p3p3

Consideriamo le relazioni Vh(my,my) = 0 ovvero

N
fi(my, ma, p1, p2) = 72/23 -1 =0,
3mj

3/m1

fo(mq, my, p1, p2) == 2 itz —p2=0,

e poniamo F(my,my, p1,p2) = (fi(m1, ma, p1, p2), f2(m1,ma, p1, p2)). F(my, ma, p1,p2) = 0 se e solo
se Vh(my,my) = 0 e se e solo se (m1,my) & 1'unica strategia ottima assegnati i prezzi (p1, p2). Inoltre
]ac(m1,m2)F(m1, my, p1, p2) = Hess h(my, my) e tale matrice & non singolare, quindi F(my, my, p1, p2) =
0 definisce la strategia ottima (1, my) in funzione di (p1, p2). Si ottiene cosimy = my(p1, p2) € mp =
ma(p1, p2)- Studiamo ora l’effetto di una variazione dei prezzi delle materie prime sulla strategia di
acquisto della fabbrica, ovvero siamo interessati alle derivate parziali di m; e my rispetto a py, p.
Poniamo M(p1, p2) = (m1(p1, p2), m2(p1, p2))- Si ottiene

]aCM(pll PZ) = _Uacml,mz F(mlrmZI P, pZ)]il © []acpl,pz F<m1/ ma, p1, PZ)]
— _[Hessh(my,my)] " - (‘1 0 > — _[Hessh(my,my)] ™",

0 -1
quindi
_9mp” —6m?/3/m
et () ) (S
Opym2(p1, p2)  9p,ma(p1, p2) —em? iy
i i

Si ha quindi d,,m;(p1,p2) < 0 per ognii,j = 1,2. Il risultato pud essere interpretato nel modo
seguente: se il prezzo di una delle materie prime sale, per continuare a massimizzare il profitto e ne-
cessario acquistarne di meno. Si noti che per arrivare a questo risultato non e necessario determinare
esplicitamente m; = m;(p1, p2),i=1,2.
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DEFINIZIONE 10.9 (Inviluppo). Sia I' una famiglia di curve nel piano. Diremo che una curva
o & inviluppo di I se ¢ tangente in ogni suo punto a tutte le curve di I' passanti per il medesimo
punto. Supponiamo che I' = {, }acs con I intervallo aperto di R, e che 1y, sia implicitamente definita
dall’equazione F(x,y, ) = 0. Condizione necessaria affinché una curva o sia inviluppo della famiglia
I' & che ¢ sia definita implicitamente dal sistema

F(x,y,a) =0,
9.F(x,y,a) = 0.

Supponiamo infatti che il sistema di cui sopra definisca una curva inviluppo o = o(a) = (x(a), y(«))
parametrizzata da «. Si ha allora F(o(«), «) = 0 per ogni a. Derivando, si ottiene

VE(x(a),y(a), ) - o(a) = —9uF(x(a), y(a), a).

Ricordando che per ipotesi si ha che ¢ ¢ inviluppo, il vettore ¢ & tangente a v, in o(a), e d’altra parte
VF(o(a),a) & ortogonale a 7, nel medesimo punto, quindi VF(x(«), y(«),«) - 0(a) = 0, da cui

aaF(x,]/, lx)|(x/y):0.(“) == 0

Supposto ora che il sistema di cui sopra definisca implicitamente una curva o («), affinché tale curva
sia una curva inviluppo, & necessario che per ogni « la derivata ¢(a) esista e sia diversa da 0, e che

VF(o(a),a) #0.

ESERCIZIO 10.10. Sia C la circonferenza centrata in (—1,0) e passante per 'origine. Considerata
la famiglia I' di circonferenze centrate nei punti di C e passanti per 1’origine, si scriva l'inviluppo di
I.

SVOLGIMENTO. Parametrizzata C come 6 — (—1 + cos6,sin6), 0 €]0, 2], la famiglia di circon-
ferenze in questione si scrive come F(x,y,0) = 0 dove

F(x,y,0) = (x +1—cos0)? + (y —sin0)® — [sin? 0 + (—1 + cos 0)?] .

Per trovare l'inviluppo & quindi necessario studiare il sistema dato da F(x,y,0) = 0e dpF(x,y,0) =0,
ovvero

{(x +1—cos0)?+ (y —sin)? — [sin? 6 + (—1 4 cos §)?] =0,
2(x+1—cosf)sinf —2(y —sinf) cosf — 2 [sinfcos® — (—1 + cos0) sinf] = 0.
Sviluppando i calcoli, si ha
{x2 —2xcosf +2x +y?> — 2ysinf = 0,
xsinf = ycosb.
e Supposto cos 6 # 0, moltiplicando la prima equazione per cos? 0 si ha
x? cos® @ — 2x cos® 6 + 2x + y? cos® @ — 2y cos” fsin§ = 0,
ovvero, sostituendo la seconda,
x%cos? 0 — 2x cos® 0 + 2x + x?sin® 0 — 2x cos Hsin? 0 = 0,
e quindi x? — 2x cos 8(1 — cos§) = 0. Per x # 0, si ricava
x(0) = 2(1 — cosf) cos 6.

e Supposto sinf = 0, moltiplicando la prima equazione per sin?6 e procedendo in modo
analogo al precedente si ha

x?sin? @ — 2x sin? § cos 8 + 2x sin? @ + y* sin® 6 — 2y sin® 0 = 0,
ovvero, sostituendo la seconda,

y? cos® 0 — 2y sin @ cos®  + 2y sin @ cos § + y? sin® § — 2y sin® 6 = 0,
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e quindi y? — 2y sin (1 — cos ) = 0. Per y # 0, si ricava
y(0) =2(1 —cos0) sin 6.
Rimangono da discutere i casi con x = 0 oppure y = 0 oppure sinf = 0 oppure cost) = 0. Dalla
relazione dgF(x,y,0) = 0, se x = 0 si deve avere y = 0 oppure cosf = 0, si ottengono quindi
i punti (0,0) e (0, £2) risolvendo in F(0,y,£7/2) = 0. In modo analogo, se y = Osihax = 0
oppure sinf = 0, si ottengono quindi i punti (0,0) e (—4,0) risolvendo in F(x,0,0) = 0 oppure
F(x,0, ) = 0. Osserviamo che nella scrittura

x(0) = 2(1 —cosb)cos®,

y(0) =2(1 — cosB)sinb,
siricaval’origine per 6 = 0, il punto (0, £2) per § = /2 eil punto (—4,0) per 6 = 7, quindi questa
scrittura comprende tutti i punti precedentemente esclusi. Per 6 = 01la curva y(0) = (x(6),y(f)) non
ammette vettore tangente, mentre per 0 E]O, 27I[ la curva oy ammette un vettore tangente in quanto
|(%(0),4(0))> = 8(1 — cosf) # 0. Proviamo ora che VF(x(0),y(0),6) # 0in ]0,27], in tal caso la
curva trovata sara proprio l'inviluppo della famiglia assegnata. Si ha

0xF(x,y,0) =2(—cos® +x+1),
dyF(x,y,0) = 2(y —sinb),
0pF(x,y,0) = —2sinf(1 — cosB) — 2sinbcosf + 2sin(—cos b + x + 1) —2cosf(y — sinh),
e quindi
VE(v(0),0) = (—4cos? 0 +2cos 8 +2,2sin6(1 — 2cos6),0) .
La seconda componente si annulla in |0, 27t solo per 6 = 7t e cos 0 = 1/2, tuttavia se § = 7t la prima

componente ¢ —4, mentre se cos 0 = 1/2,la prima componente e 2. Quindi y rappresenta l'inviluppo
della famiglia assegnata, tale curva prende il nome di cardioide (si veda la Figura 10.10.1).

FIGURA 10.10.1. La cardioide.
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ESERC1Z10 10.11. Sia C la circonferenza centrata nell’origine di raggio 2a > 0. Considerata la
famiglia I' di circonferenze centrate nei punti di C e tangenti all’asse delle ascisse, si scriva I'inviluppo
diTl.

SVOLGIMENTO. Parametrizziamo C come 0 — (2acosf,2asinf), 6 €]0,2mr[, la famiglia di cir-
conferenze in questione si scrive come F(x,y,0) = 0 dove
F(x,y,60) := (x —2acos0)? + (y — 2asin)? — 4a*sin* .
Per trovare l'inviluppo & quindi necessario studiare il sistema dato da F(x,y,0) = 0e dgF(x,y,0) =0,
ovvero
(x —2acos8)? + (y — 2asinB)? — 4a®sin® 0 = 0,
4a(x —2acos ) sin 6 — 4a(y — 2asin0) cos § — 8asinf cos O = 0.

Sviluppando i calcoli, si ha dalla seconda equazione (x —2acosf)sin® — ycosf = 0. Supponiamo
sin @ # 0, e moltiplichiamo la prima equazione per sin? 6. Si ha

(x —2acosf)?sin® 6 + (ysinf — 2asin® 0)? — 4a’sin* 6 = 0,

(x —2acosf)sinf = ycosé.
Sostituendo la seconda equazione nella prima si ottiene la sola equazione in y

y? cos® 0 + y* sin® 6 + 4a” sin* 6 — 4ay sin® @ — 4a*sin* 6 = 0,
ovvero y*> — 4aysin® @ = 0, ovvero y = 0 oppure y = 4asin’ §. Sostituendo questa espressione nella
seconda equazione si ha x = 2a cos (1 + 2sin” #), da cui le equazioni parametriche

x(0) = 2acosf(1 4+ 2sin?h),
y(0) = 4asin® 0.
A questa curva, chiamata nefroide, vanno aggiunti i punti dati da sinf = 0, dacuiy = 0 e x =
2a cos 6. Tali punti costituiscono il segmento [—2a,2a] x {0} (contato due volte). In questo caso, si ha
|(2(8),y(0))|> = 36sin’ # 0 per 6 # 0, 7,
VF(x,y,0) = (2(x —2cos0),2(y —2sin @), —4(sin(26) — xsinf + y cos b)),
e quindi
VF(x(0),y(6),0) = (8sin® 0 cos0,8sin®§ — 4sin6,0).

Supposto 8 # 0, 7T, la prima componente & nulla solo per cos 6 = 0, ovvero sinf = 1, ma in questo

caso la seconda componente & non nulla. Pertanto la curva e curva inviluppo della famiglia indicata.
Si veda la Figura 10.11.2
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FIGURA 10.11.2. La nefroide corrispondente ad a = 1.
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CAPITOLO 11

Lezione del giorno mercoledi 25 novembre 2020
Teorema dalla funzione implicita e inversa II (Durata 1"15')

ESERCIZIO 11.1. Si tracci un grafico qualitativo del folium di Cartesio:
I'={(x,y) € R*: x* — 3xy +y* = 0},

e si studino le funzioni y = ¢(x) di classe C! definite implicitamente dall’equazione x> — 3xy + 1> =
0.

SVOLGIMENTO. Posto f(x,y) = x® — 3xy + 1, osserviamo che f(x,y) = f(y,x) pertanto I' &
simmetrico rispetto alla bisettrice del primo quadrante. Inoltre si ha che T & chiuso perché T = f~1(0)
con f continua.

Rappresentiamo I' in coordinate polari, ovvero consideriamo f(p cos 6, psin6) = 0. Si ottiene:
p?(pcos® @ —3sinfcosb + psin®6) = 0,
con la condizione p > 0. Supponendo cos® 8 +sin® @ # 0 e p # 0, possiamo scrivere:

3sinf cos 0

cos3 6 +sin® 0
Per verificare che questa espressione rappresenta effettivamente I' osserviamo che l'origine appar-
tiene a T e puo essere ricavata dall’espressione ponendo 6 = 0, 71/2. Se cos®6 + sin®6 = 0 si deve
avere § = 7nt/4 060 = 37/4. In tal caso per soddisfare 1'appartenenza a I' si ha necessariamente
p = 0, gia compreso quindi nell’espressione precedente. Inoltre, affinché 1’espressione abbia senso,
si deve avere p > 0. Il numeratore & positivo per 8 € [0, 71/2] U [rr,37/2]. Per quanto riguarda il
denominatore, si ottiene che esso e positivo se cos® 0 > —sin® 0, ovvero estraendo la radice cubica,
se cos® > —sinf, quindi per 6 € [0,57t/4[U]77t/4,27|. Si ottiene che la frazione che definisce p &
positiva per

e A:=][0,/2)U|3/4, | U[37/2,77/4].

Pertanto:

3sin 6 cos
) = ———M—, 0cA,
o(6) cos3 0 + sin® @

rappresenta l'intero I'. Osserviamo che

1‘ p— 1 pr—
pm p(0) = lim p(6) = +eo,
feA PeA

pertanto I'insieme non é limitato, quindi non puo essere compatto.
Poiché x = pcosf, y = psin 6, si ottiene anche la parametrizzazione:

3sin 6 cos? 0
X = T 2 34’
cos3 0 + sin® 0
- 3sin? 6 cos @
Y cos3 0 +sin®0’
79
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che, posto m = tan 0, puo essere riscritta come:

- _ 3m
x=x(m) =
perm # —1.
14 m3’

Geometricamente, dato m € R si ha che la retta y = mx interseca l'insieme in (0,0) e nel punto di
coordinate (x(m), y(m)).

Effettuiamo un breve studio delle funzioni x(m), y(m): si ha che x(m) > 0perm > 0o0om < —1.
1—2m3
(m®+1)"
per m* = 1/+/2. Tale punto deve essere un punto di massimo locale, perché m* > 0 e valgono
x(0) =0ex(m) — 0 per m — +oco. Quindi si ha un massimo locale per la x in corrispondenza di m*

e B = (x(m*),y(m*)) = (V4,72).

Effettuiamo un analogo studio per la y: si ha che y(m) > 0 per m > —1. Inoltre gri\ y(m) =0
m o]

3
e lim y(m) = too. Derivando, y(m) = —M,
m——1% (m?) + 1)
ha y(m) > Operm > 0ey(m) < 0 per m < 0, quindi m = 0 & minimo locale, mentre m’ = /2
deve essere un massimo locale per ragionamenti analoghi a quelli fatti in precedenza. Quindi si ha
un massimo locale per la y in corrispondenza di m’ e A := (x(m’),y(m')) = (v/2,V/4), simmetrico
del precedente punto, com’era lecito attendersi. I due grafici sono riportati in Figura 11.1.1.

Inoltre lim x(m) =0e limlix(m) = Foo. Si ha inoltre x(m) = 3 che si annulla solo
m——

m—+oo

che si annulla perm = 0em = V2. Si

Possiamo abbozzare un primo grafico qualitativo: studiamo dapprima il caso m > 0. Per m = 0si
ha l’origine (dove la tangente & orizzontale). Le componenti x(m) e y(m) sono strettamente crescenti
e positive e al variare di 0 < m < m* formano un arco congiungente 1’origine al punto B. Per
m* < m < m’, si ha che la componente x(m) & decrescente, mentre la componente y(m) & crescente,
pertanto vi & un arco congiungente B ad A. Infine per m — oo si ha che x(m) e y(m) decrescono
entrambe raggiungendo l'origine per m — +oo (tangente verticale). Questo completa lo studio nel
primo quadrante.

Per —1 < m < 0 siha che y(m) > 0 ma x(m) < 0. Le componenti x(m) e y(m) sono stret-
tamente decrescenti da +oo a 0, e formano un arco strettamente decrescente nel secondo quadrante,
che confluisce nell’origine con tangente orizzontale. Questo conclude lo studio nel secondo quadran-
te. Per simmetria, si ottiene lo studio nel quarto quadrante: si ha un arco strettamente decrescente
dall’origine (tangente verticale). Si deduce inoltre che 'insieme non esiste nel terzo quadrante.

Si ha che Vf(x,y) = 3(x?> —y,y*> — x) si annulla solo nei punti (0,0) e (1,1). Di tali punti, solo
(0,0) appartiene all'insieme, perché f(0,0) = 0e f(1,1) # 0. Quindi il punto (0,0) andra discusso a
parte.

Possiamo quindi dedurre che:

(1) Per x < 0, 'insieme I definisce implicitamente un’unica funzione y = ¢;(x). Tale funzione
soddisfa ¢1(x) > 0. Si ha che 9, f(x, ¢1(x)) > 0, quindi il teorema di Dini ¢ applicabile. Si
ottiene quindi che ¢; € C!(] — o0, 0[;R).

(2) Poiché I' e simmetrico rispetto alla bisettrice y = x, e poiché si & visto che per ogni x < 0
esiste un unico y > 0 tale per cui (x,y) € I, sfruttando la simmetria si ha anche che per
ogni x > 0 esiste un solo y < 0 tale per cui (x,y) € I', quindi rimane definita una funzione
@2 :]0, +o0o[—] — o0,0], il cui grafico & il simmetrico rispetto alla bisettrice di quello di ¢4, e
la regolarita e la medesima.

(3) Per 0 < x < v/4 abbiamo due rami ulteriori ¢3, ¢4 :]0, V4[— ]0, +oo[ (scegliamo ¢3(x) >
@4(x) per ogni x in cui tali rami sono definiti).
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A

~ 3m :
S omd+1 [ 2+

FIGURA 11.1.1. I graficidi x = x(m) ey = y(m).

Si ricava inoltre che tutti e quattro i rami confluiscono nell’origine e i rami @3 e ¢4 confluiscono nel
punto B = (\3/41, \35)

L'intersezione tra I’ e 9, f (x,y) = 0 & data dall’origine e dallintersezione di y = x? con x> — 3xy +
y® = 0, ovvero x® — 3x> + x® = 0, da cui x = y = 0 (da escludere) e x = /2 cui corrisponde y = /4.
Pertanto il punto A 1'unico punto di I a tangente orizzontale (diverso dall’origine). Per simmetria, il
punto B e 'unico punto di I diverso dall’origine a tangente verticale.

Per m # 0 e m # m* si ha che la relazione x = x(m) pud essere invertita, ottenendo quindi
y = y(m(x)). Per il teorema della funzione inversa, si ha che la derivata & data da

d 4 dm, . d 1 Bm(m-2) (mP+1)

ax¥ M) = Gy mCO) e () = Gy D) ey = T e B —
_ -1
-~ om(m?=2) m=m(x)

Studiamo il segno di questa espressione: esso & negativo per m < 0, cui corrispondono i rami ¢ (x)
per —1 < m < 0 e il suo simmetrico ¢@,(x) per m < —1, che quindi sono strettamente decrescenti.
Analogamente, per 0 < m < m* otteniamo che l'arco strettamente crescente ¢4(x). L'arco ¢3(x) &
strettamente crescente per m > m’ e strettamente decrescente per m* < m < m’ (esso ha un massimo
nel punto A).



82 11. Teorema dalla funzione implicita e inversa

Studiamo la presenza di asintoti: si ha che |x| — 400 solo se m — —1, in tal caso:

3m?
3
tim $O) _ g MLy
xS X m—_1+ 3m
md +1
Determiniamo ora
3m? 3m 3m(m+1)
q x—l>lzloog0(x) R e +1 s F1 mo (m+1)(m>—m+1)

Quindi ¢; ammette 1’asintoto y = —x — 1. Per simmetria, si ottiene 1’asintoto x = —y — 1 per 7».

Altro modo: dalla rappresentazione in coordinate polari per t — —m/4et — 3/4msihar —
+o00, quindi l’asintoto ha tangente tan(—7/4) = tan(3/4m) = —1.

Osserviamo infine che & possibile definire una funzione ¢s :] — co, v/4[— [0, +oo[ ponendo ¢s(x) =
@1(x) sex < 0e @s(x) = @3(x) se 0 < x < /4. Tale funzione & di classe C!, ¢%(0) = 0 e quindi in 0
ha un minimo assoluto che vale 0. Lo studio &€ completo e il grafico e rappresentato in Figura 11.1.2

0.5

x+y=-1_ -05}

FIGURA 11.1.2. 1l folium di Cartesio e il suo asintoto.



CAPITOLO 12

Lezione del giorno mercoledi 2 dicembre 2020
Teorema dalla funzione implicita e inversa III (Durata 1")

ESERCIZIO 12.1. Si disegni I'insieme
T={(xy) € R*: x* —dxy +y* = 0}.

SVOLGIMENTO. Poniamo f(x,y) = x* —4xy +y*. Siha f(x,y) = f(y,x) = f(—x,—y) quindi
l'insieme I & simmetrico rispetto all’origine e alla bisettrice y = x. Si ha inoltre (0,0) € I'. Passiamo
in coordinate polari x = pcosf, y = psin#, ottenendo p?(p?cos*f — 4cos@sinb + p?sin* ) = 0,
pertanto se p # 0 si ottiene

2 4 cosfsinf

 costf+sin* 6’
Questa uguaglianza implica che cosfsin > 0, quindi l'insieme I' appartiene al primo e terzo

quadrante.
4 cos 0 sin 6
0) =/ ——mm——
p(6) \/ cos?6 +sin* 0

Studiamo massimi e minimi di cos* 6 + sin* 8. Cid equivale a studiare i massimi di x* + y* vincolati
a x2 + y? = 1, poiché tale vincolo & compatto, x* + y* ammette massimo e minimo assoluti su tale
curva, e il minimo e strettamente maggiore di zero. In particolare, cio implica che p e limitato, quindi
I'insieme I' € compatto.

Poniamo

Si e gia visto come p raggiunga il suo minimo in 0, perché (0,0) € T, inoltre limgy o+ p(0) = 0,
per simmetria si ricava

lim p(6) = lim p(@) = lim p(f) = lim p(0)=0.

0—0+ 0—7m/2- 0—mt 0—3/2m~

Calcoliamo ora i massimi di y? vincolati a T, ovvero i massimi di p?(8)sin?#6, supponendo 0 #
0,7t/2,7,3/2m (infatti per tali valori si ha y = 0), per simmetria supponiamo 0 < 6 < 71/2.

4cosfsin® 0 _ 4tan’0
cos*f +sin*f 1+tan*6
Studiamo la funzione g(s) = 4s%/(1 + s*), s > 0. Si ottiene
3s2(1+s%) —4s®  4s2(3 —s*)

g'(s) =4 (1+s%)2 - (1+s4)2°

£1(6) = 0*(6) sin® 6 =

La derivata & nulla per ovvero s = v/3, inoltre & negativa per valori superiori ad esso e positiva per
valori inferiori, quindi si tratta di un massimo. Poiché la funzione tan :]0, 71/2[—]0, +-oo[ & stretta-
mente crescente, e f{ = g o tan, si ottiene che 6,, = arctan V/3 & I'unico massimo per f1in [0, 7t/2].
Determiniamo cos 6,, e sin0,, sapendo che tan6,, = V3,0 <6, <

sin6,, = v/3cos by,.

83

{cos2 0, + sin® 6, = 1,
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Sostituendo e risolvendo il sistema si ottiene cos6,, = (1++/3) /2 esinf,, = V3 (1 ++/3)" /2. 1
valore di f; in tale punto di massimo é pari al valore di g nel suo massimo v/4 ossia Ymax = g(%) =
33/8. 1l valore x* corrispondente a v,y &

. 4cos® 0y, sin 0 4tan 6 V3
x* = p(0m) cos Oy = \/ - = = \/1+tan4m€ :2ﬁ:\8/§.
m

cos? 6, + sin* 0,

Per simmetria, si ricava che T & interamente contenuto nel quadrato [—3%/8,33/8] x [-33/8,3%/8] |
quattro punti di contatto di T con tale quadrato sono dati da P; = (v/3,3%/8) e da i suoi simmetrici
rispetto all’origine e alla bisettrice, ovvero P, = (—/3,-3%8), P; = (3%/8,3/3), Py = (—3%8, —/3).
Il grafico e rappresentato in Figura 12.1.1.

ESERCIZIO 12.2. Si dica per quali valori del parametro reale « la funzione z = z(x,y) definita
implicitamente da

e pax4+yP—2=1, z(0,0)=0

ha un estremale relativo nel punto (0, 0). Per tali valori di « si dica se si tratta di un massimo o di un
minimo.

SVOLGIMENTO. Poniamo f(x,v,z) = ¢ +ax +y2 —22 — 1. Si ha £(0,0,0) = 0 per ogni «.
Calcoliamo le derivate parziali di f:

Onf(x,y,z) = 2xe ™™ 4 u
dyf(x,y,2) =2y
azf<xl ]//Z) = ez+x2 —2z.

Siha d,f(0,0,0) = 1 # 0, pertanto & possibile applicare il Teorema di Dini e concludere che f = 0
definisce implicitamente una funzione z = z(x,y) in un intorno di (0,0) con z(0,0) = 0. Poiché
fe C!, tale funzione & C!. Le derivate parziali sono:

9xz(x,y) = _axf(xf%Z(x,y)) _ 2xer (W) 4y
X ’y - aZf(xl ylz(xl y)) - eZ(x,y)+x2 _ 22(3(’ y) 7
_ ayf(xz%z(xr]/)) o 2]/
dyz(x,y) = _azf(x,y,z(x,y)) Ty _ 2Z(x,y)'

Nella fattispecie, si ha 9,z(0,0) = a, 9,z(0,0) = 0. Affinché (0, 0) sia estremale, deve essere un punto
critico, perché z € C 1 quindi il differenziale deve annullarsi, e pertanto a« = 0.

Classifichiamo l’estremale con questa scelta di . Calcoliamo le derivate seconde di z(x,y) in
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A

2 4
Pl(\S@/ 33/8)
v 33/8 1.5 \
1
0.5
2 05 1 15 2 g

Y= _33/8

FIGURA 12.1.1. La curva x* — 4xy + y* = 0 e il quadrato con lati paralleli agli assi in
cui e inscritta.

(0,0):
0f(x,y2(x,y)) Bez(r AL (1, 2(x, ) + (2,1, 2(x, )
Fuuz(xry) = 0-f (v, 2(x, 1)) *
0 f(n w20 y) (e ) (4,1, 2(5, ) + Raf (5,4, 2(6,9))
P-F (5,4, 25, )
i (30205 )2 f (2,23, 9)) + B f (3,22, ) ) Df (2,3, 2(x, )
Puz(xy) = -y, 2(5, 1)) *

8- (x,y,2(x,y)) (9,205, 9B f (x,y,2(x,y)) + 9 f(x,y,2(x,y)
[0:-F(x,y,2(x, )P

% 2cy) = 0uf (x,y,2(x, ) (9y2(x, )2 f (x,y,2(x, ) + B f (x,y,2(x,))
0-f(x,y,2(x )P

0:f (., 2(x, ) (32 (x, 1) f (x,y,2(x,y)) + B f (x,,2(x,9))
[0:f (%, y,2(x, y))]?

_|_
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Sara quindi utile il calcolo delle derivate seconde di f:
Oxxf(x,y,2) = 267+ | 4y2e7 % 9x:f(0,0,0) =2
dyyf(x,y,2) =2, 9y, f(0,0,0) =2
9o f(x,y,2) = & =2, 9..£(0,0,0) = —1
9.y (,,2) = 02y f (x,9,2) = 0, 31, £(0,0,0) = 0-,£(0,0,0) = 0,
dxzf(x,1,2) = 2xe™, 3. £(0,0,0) = 0.

Sostituendo, si ha allora (ricordando che 9,z(0,0) = 9,z(0,0) = 0 e d,f(0,0,0) = 9,£(0,0,0) = 0,
9./(0,0,0) = 1):

9:£(0,0,0) (9xz(0,0)9%,£(0,0,0) + 92,£(0,0,0))
0:£(0,0,0)2 *
9.£(0,0,0) (:(0,0)32.(0,0,0) + 22,£(0,0,0))
0.7(0,0,0)2
(ayz(o,o)agz £(0,0,0) + 32, £(0, 0,0)) 3:£(0,0,0)
[0-£(0,0,0)]
3.£(0,0,0) <8yz(0,0)8§2 £(0,0,0) +2,£(0, 0,0))
- 300,01 -0
3,£(0,0,0) (ayz(o,o)agz (0,0,0) +2.£(0,0, 0))
[0-£(0,0,0)]
3.£(0,0,0) (ayz(o,o)af,z £(0,0,0) + 82, £(0, 0,0))

- [0-£(0,0,0)2 -

Quindi I'hessiano di z in (0, 0) & semplicemente

He00 = (3 ),

e pertanto (0,0) & un massimo per z(x, ).

02,2(0,0) =

=2

9%,2(0,0) = +

9;,2(0,0) = +

ESERCIZIO 12.3. Sia I I'insieme dei punti (x,y) € R tali che

¥ —xy? + 2ty =x — 1%

(1) Provare che I' ¢ il grafico di una funzione ¢ : R — R.
(2) Discutere la continuita e la derivabilita di ¢.

(3) Effettuare uno studio qualitativo di ¢: in particolare, si stabilisca se ¢ ammette un asintoto
obliquo per x — Zco.

SVOLGIMENTO. Poniamo f(x,y) = 3> — xy> + ¥’y — x + x® inmodo che T = {(x,y) : f(x,y) =
0}. Poiché f(—x,—y) = —f(x,y), si ha che I' & simmetrico rispetto all’origine. Studiamo le in-
tersezioni con gli assi: f(0,y) = Osolosey = 0e f(x,0) = 0solose —x+ x> = 0 quindi x €
{0, £1}.

(1) Calcoliamo le derivate parziali di f, osservando che f € C*:
O f(x,y) = —y? +2xy —1+3x* =4x* — (y —x)* — 1
A f(x,y) = 3y* = 2xy +x* =2y + (x —y)*

La derivata d, f(x,y) si annulla se e solose x = y = 0. Ci0 implica che se x 7 0, in un intorno
di x si ha che 1y & grafico di una funzione C!. D’altra parte, per x = 0, si ha che I'equazione
£(0,y) = 0 & soddisfatta solo da y = 0, quindi poniamo ¢(0) = 0.
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(2) Siha che ¢ & continua. Sia {(x,, ¥») }nen una successione in T con x, — 0.
0= li}gglff(xn,yn) = lijgglfyi,
0 = limsup f(x,,y,) = limsup v,
n—00 n—r00
quindi y, — 0 = lim,_, ¢(x,) € si ha che ¢ & continua. Inoltre ¢(0) = 0, ¢(£1) = 0.
Studiamo la derivabilita: si & gia detto che ¢ € C! in R\ 0. Il differenziale di f in (0,0) &

df(0,0) = —dx. Quindi esiste C € R tale per cui la retta C + x = 0 & la tangente a 7y in (0, 0),
tale retta € x = 0, pertanto ¢ non puo essere differenziabile in 0. Si ha per x # 0:

__f(rex)  4x—(p(x) —x)*—1

V) = S f p()) T 29200 + (1= g

(3) In particolare si ha che ¢(1) = 0e ¢'(1) = —3%8’83 = —2 < 0, quindi la funzione ¢(x)

¢ negativa in un intorno destro di 1, e quindi per ogni x > 1 perché non ci sono altre
intersezioni con gli assi, ed € positiva in un intorno sinistro di 1 e quindi in 0 < x < 1 perché
non vi sono altri punti dove si annulli tra 0 e 1, in quanto f(x,0) = 0 solo per x € {0, +1}.
Sfruttando le simmetrie, si ha quindi che ¢(x) > 0se0 < x < 1ox < —1, ¢(x) = O se
xe€{0,+1}eg(x) <0se—-1<x<0,x>1.

Poniamo y = mx, si ha allora f(x,mx) = 0 se e solo se (m® —m?> +m+1)x®> —x = 0,
ovvero se e solo se x((m® —m? +m +1)x* — 1) = 0. Se x # 0, per avere soluzione si deve
avere (m> —m? +m+ 1) > 0, in tal caso si ha che esistono due soluzioni di segno opposto,
ossia x = & (m® — m? +m +1)~'/2. cui corrisponde

m

Vmd —m?+m+1

y==

Poniamo
m

Vit —mz+m+1

h(m) =

e studiamone le derivate:

2—2m+1
Vmd—m2+m+1—m S m
W (m) = 2vVmd —m?+m+1
(m3—m?2+m+1)
2m® — 2m? +2m + 2 — m(3m* — 2m + 1)
2(m3 —m2 4+ m+1)3/2
_ —m3 +m+2
C2(mB —m2 4+ m+1)3/2
3

Tale derivata si annulla per m°> —m —2 = 0. Studiamo il numero di soluzioni di tale
equazione. Posto v(m) = m® — m — 2, calcoliamo massimi e minimi relativi di v. Si ha
v'(m) = 3m* — 1, nullo per m* = ++/1/3. Si ha |m*| < 1e |m* > < 1, quindi v(m*) < 0.
Cio implica che gli estremali relativi di v sono entrambi strettamente negativi, pertanto 1’e-
quazione m® —m — 2 = 0 possiede una sola radice reale. Dato che v(0) = v(1) = —2e
limy, e v(m) = o0, si ha che tale radice e strettamente positiva. Inoltre v(2) = 4 > 0,
quindi tale radice e strettamente minore di 2 In particolare, si ha che esiste un solo valore
di1l < m < 2 per cui i'(m) = 0. Questo implica che gli unici punti critici di ¢ si hanno
nei punti & (% — m? + 1 + 1) ~1/2. Poniamo x* = —x~ = (m® — m? + m + 1)~1/2. Poiché
m® — 1 —2=0,siricavax™ = —x~ = (3 —m?> 4 2m) " V2.

Vogliamo capire la posizione dei due estremali rispetto ai punti 0, 1. Poniamo W(t) =

3 — #2 4+ 2t in modo da avere x* = —x~ = (W(m))~ /2. Sappiamo che i € [1,2], quindi
studiamo la funzione W in tale intervallo. Essa & strettamente decrescente in |1,2[, perché
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W/(t) = =2t +2 < 0 quindi W(2) =3 < W(t) < W(1) = 4, maallorasiha 0 < 471/2 <
xt <3 V2 <1,ex” = —xT,pertanto 0 < x* < 1e —1 < x~ < 0. Si ha quindi che x* &
massimo relativo stretto e x~ & minimo relativo stretto.

Cerchiamo gli asintoti obliqui. Limitiamo lo studio per x > 0, il caso x < 0 si ricava per
simmetria rispetto all’origine. Si & visto che x = (m® —m? +m +1)"1/2 e che ¢(V(m)) =
m(m® —m?+m+1)"1/2. Studiamo il V(m) = m® —m? +m +1. Siha V'(m) = 3m? —2m + 1
che & privo di radici reali, quindi V' > 0, V & strettamente crescente e ammette una sola
radice reale m*. Tale radice & negativa perché V(0) = 1. Inoltre V(—1) = —2 < 0, quindi
—1 < m* < 0. Poniamo A(m) = V(m)/(m —m*), A(m) & un polinomio di secondo grado
mai nullo. Si ha quindi

lim o(x) = lim =
x—oo X mom+ (M3 —m?+m+1)"Y2  (m3—m?+m+1)"1/2

p(V(m)) m(m® —m? +m+1)"12

Calcoliamo ora:

g = lim ¢(x) —m"x

= lim m(m® —m?*+m+1)"Y2 —m*(m® —m*+m+1)"1/2
m—ym*

= lim m—m- = lim m—m-
= am (m?—m2+m+1)-1/2 et (m — m*)1/2A(m)1/2

m—m*

mhg}q* A(m)

Quindi la retta y = m*x e asintoto obliquo per x — 4-co. La simmetrica rispetto all’origine
di tale retta & sempre y = m*x che ¢ quindi asintoto obliquo anche per x — —co. Il grafico e
rappresentato in Figura 12.3.2

Curiosita: dalla formula di risoluzione delle equazioni di terzo grado, si possono ricavare i valori
esatti di e m*, quindi di x*, y*, e le loro approssimazioni decimali:

= % <\3/27—3\/%+ NE! (9+\/%)> ~ 152,

ESERCIZIO 12.4. Sia I una curva implicitamente descritta in coordinate polari da H(p,0) = 0,
dove H € C!. Dato un punto della curva P(%,7) = (pcosf,psinf) # (0,0), si determini un vettore
normale a I in P.

SVOLGIMENTO. Poniamo (x,y) = ¥(p,0) = (pcos6, psinh). In coordinate cartesiane, la curva &
descritta in un intorno di P da F(x,y) = ho¢~!(x,y). Si ha

DF(x,y) = DH(y "' (x,y)) o Dy~ (x,y).
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FIGURA 12.3.2. La curva y® — xy? + x%y = x — x3 e il suo asintoto.

Per il teorema della funzione inversa, Dy~ (x,y) = [Dy(yp~1(x,y))] !, quindi si ha
VE(P) =DH(p,0) o [Dy(p,0)] "
= <8PH(p, 6) cosf — ;aeH(p, 0)sinf,0,H(p,0)sinf + ;aeH(p, 0) cos é)
=d,H(P)(cos0,sinf) + ;BQH(P) (—sin®,cosf),
e in particolare [VF(P)|* = |9,H(P)|* + (312|89H (P)|? perché & scritto come somma di vettori tra loro

ortogonali. Quindi il teorema di Dini per F & applicabile in P se e solo se (d,H(P),doH(P)) # (0,0).
In tal caso, VF(P) e ortogonale alla curva di livello di F, quindiaT.

ESERCIZIO 12.5. Si consideri la curva I espressa in coordinate polari da H(p,0) = p —3 —

7V3 7

8sinf = 0. Dopo aver provato che il punto P (2, 2) appartiene alla curva, si calcoli la tangente

al'in P.

SVOLGIMENTO. Determiniamo g > 0e 6 € [0,27] tali che P = (pcosf,psinf). A tal proposito,
siottiene p = 7e 0 = 7/6,da cui H(p,0) = H(7,7/6) = 0, quindi P € T. Siha d,H(p,0) = 1e
dpH(p,0) = —8cos 6. In particolare si ha sempre DH(p, ) # 0. Nel punto P, si ha

V31 8v3[ 143
22) 72\ 22

V31 4 V3 3 11v3 =51 1
= <2,2) Y (‘2’2) - (72’72) =73 (11v3,-5).

¥(P) =0,H(P)(cos8,sin0) + ;BQH(P) (—sin@,cos0)



90 12. Integrali multipli

La retta tangente si scrive come (7(P), (x,y) — P) = 0, quindi

11\@<x—7‘f> —5<y—§> =0,

ovvero



CAPITOLO 13

Lezione del giorno mercoledi 2 dicembre 2020
Integrali multipli I (Durata 1"15')

OSSERVAZIONE 13.1. Non daremo qui definizioni precise sui concetti di misurabilita elementare
degli insiemi o di integrabilita delle funzioni: esse richiedono strumenti piuttosto fini che esulano
dagli scopi di queste note.

Il modello di base sara costituito da integrali del tipo

J[ At a1

dove D C IR" ¢ un insieme limitato, definiti da un numero finito di disuguaglianze (strette o larghe)
gi(x1, ., xn) <0,i=1,..,ncong; : R" = Rdiclasse C!, e f : D — R & almeno continua.

Possibili generalizzazioni si hanno se D puo essere decomposto in un unione finita di insiemi di
tale tipo D = D; U ...U Dy, in tal caso l'integrale su D sara dato dalla somma degli integrali sugli
insiemi D;.

Se il dominio D non ¢ limitato, oppure f non e continua su D, si considera una successione di
domini limitati D,, C D in esso contenuti (detta successione invadente) che tenda' a D e su cui f sia
continua. Integrando f su D,, si ottiene una successione di numeri reali I,,. Se il limite per n — co di
I, esiste e tale limite e lo stesso qualungque sia la successione D,, — D scelta con le proprieta di cui sopra,
allora possiamo assegnare all’integrale di f su D, il valore di tale limite. II fatto che il limite non
dipenda dalla successione invadente scelta e cruciale perché questa definizione sia ben posta, ovvero
sensata.

Il calcolo degli integrali multipli & ricondotto al calcolo di integrali unidimensionali dai teoremi
di Fubini e Tonelli, di cui diamo qui una versione semplificata: se f : X; X X, — R & continua e
X1, X2 sono intervalli compatti di IR, allora

//f(xl,xz)dxl dx, = /X] ( Xzf(xlfxz)dx2> dxq = /Xz ( le(xl,xz)dm) dx,.

Formule analoghe valgono per integrali in dimensione superiore, e sono possibili le stesse generaliz-
zazione viste in precedenza (il dominio di integrazione puo essere decomposto in modo opportuno,
oppure invaso ...). Il lettore interessato ad una formulazione precisa e coerente della moderna teoria
della misura e dell'integrazione secondo Lebesgue puo consultare [5].

TEOREMA 13.2 (cambio di variabili). Siano X,Y aperti di R", ¢ : X — Y una biiezione di classe ct,
A sottinsieme di X, B = ¢(A), f : B— R una funzione. Allora:

(1) B e (elementarmente) misurabile se e solo se A é (elementarmente) misurabile;
(2) Se B e (elementarmente) misurabile, allora f e integrabile in B se e solo se la funzione

x = f(¢(x))| detJac(g)(x)]

e integrabile in A; in tal caso risulta

[y = [ flp(x)|detiac(g) ()] dx,

ove Jac(¢)(x) e la matrice Jacobiana di ¢ in x.

Lin un senso che puo essere reso preciso, ma qui ci accontentiamo dell’intuizione
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COROLLARIO 13.3 (coordinate polari). Sia X = {(p,0) € R?>: p > 0, 0 < 0 < 27t}. Una funzione
f : R? — R e integrabile in R? se e solo se la funzione (p,0) — f(pcosb, psin)p e integrabile in X. In tal
caso si ha:

/2f(x,y)dxdy:/f(pcos@,psin())pdpd@.

COROLLARIO 13.4 (coordinate sferiche). Sia X = {(p,0,¢) € R>: p>0,0< 0 <271,0 < ¢ <
7} Una funzione f : R® — R ¢ integrabile in R se e solo se la funzione

(0,0, 9) — f(psingcosh,psin @sinb, pcos ¢)p? sin ¢

e integrabile in X. In tal caso si ha:

/Sf(x,y,z) dxdydz = / f(psingcosh,psin @sinf, pcos ¢)p® sin ¢.
R X

ESERCIZIO 13.5. Calcolare I'integrale doppio

I= dxdy,
| svaxay

esteso al dominio D delimitato dalle due parabole di equazioni y? = 4x, x> = 4y.

SVOLGIMENTO. Calcoliamo l'intersezione delle due curve: elevando la prima equazione al qua-
drato e sostituendo la seconda si ha y* = 64y da cui y = 0 e y = 4, quindi le due curve si intersecano
n (0,0) e (4,4). Dalla prima equazione si ricavache x > 0ey = 2+ +/xSihachey = 2+ /x
¢ al di sopra della seconda curva y = x?/4 per 0 < x < 4,y = x2/4 perché in tale intervallo
(2£ Vx)2 =4x > (x2/4)> = x*/16.

Si ha allora

D={(x,y): 0<x<4,x*/4<y<2Vx},
da cui:
y=2/x

[ (/xjfxydy) AL I N C P

Zi_xixﬂ_%
3 192 37

EsERrciIzIO 13.6. Calcolare l’integrale doppio

I= 1—y?dxdy,
[\ -y axay

SVOLGIMENTO. D ¢il dominio delimitatodax =1—+/1—y?ex =1+ /1—y?per—-1<y<1

—// Fdxdy 4/ (1-y)dy =3

EsErcizio 13.7. Calcolare l’integrale doppio [ [, xydx dy esteso al dominio D dove D & il trian-
golo di vertici A(0,4), B(1,1), C(4,0).

esteso al dominio D = B((1,0),1)

SVOLGIMENTO. Calcoliamo le rette congiungenti i tre vertici. Ricordo che per trovare la retta
congiungente P} = (x1,y1) a P, = (x2,y2) si utilizza la formula:

(v —y1)(x1 —x2) = (y1 — y2) (x — x1).

Sostituendo x = x1, y = y; si ottiene un’identita, quindi tale retta passa per P;. Sostituendo x = x; e
y = y» si ottiene un’altra identita che prova il passaggio per P,.



13. Integrali multipli 93

Le tre rette sono: y = 4 — x che congiunge A e C; y = 4 — 3x che congiunge Aa B;y = (4 —x)/3
che coingiunge B a C. Si ha allora:

I:/1A4xxydydx+/4/4x xy dydx
_/ (4 39 iy +/ < —x)Z—(4;x>2> dx

1

4
x2(8—4x)dx+8/ x(4—x)2dx:5+4/ (16x — 8x* + x°) dx
0 9 /1 3 91

=4
5 4., 8.5 x7°
—3+9[8x 3x+4£L_1
5 8- 64 8 1
== 16— ——+64—-8— - —=
3+9<8 6 —— +64-8-7 4>
U5, 464 67\ _5 . 2
3 9\3 12/ 3 " 3°

ESERCIZIO 13.8. Calcolare I'integrale doppio

- et

ove D ¢ il dominio definito dalle limitazioni x > 0,y > 0, x? 4+ 4y2 < 16.

—l—y —1‘ dxdy,

SVOLGIMENTO. Parametrizziamo D in modo opportuno:
2
D:{(x,y)elRZ: xZO,y20,4+y2§4}
— 2. 2
—{xy )ER2: x>0,y >0, ( ) +y §4}

={(2x,y) eR*: x>0,y >0, x> +y* < 4}
= {(2pcos0,psinf) : 0 € [0,77/2],0 < p <2}

La trasformazione di coordinate & ¢(x,y) = (2p cos 6, psin6), il suo Jacobiano &

2cosf —2psinf
Jac()(p,0) = ( sin 6 pgosﬂ )

I modulo del determinante di tale matrice e 2p. Si ha allora:

n/2 2, — T fl T o4

— 0 2 = S|la _ S o ot S o

I /0 /e o= —1]2pdpd6 2/ e’ls —1|ds 2/0 e*(1 s)ds—|—2/1 e(s—1)ds
T s s=4 * s

=3 [€°(1—5s)] —|—/eds = [6(5—1)],;:1—/16615

—1—|—e—1)+§(3e —ette) :7r(64—|—e—1).

= E(
ESERCIZIO 13.9. Calcolare il seguente integrale doppio:

I= // arcsin ——=—— dxdy,
x2 y

dove D & la semicorona circolare 1 < x% + yz <4,y >0.
SVOLGIMENTO. In coordinate polari si ha:
D = {(pcosf,psinf): 1 <p<2,0<6<m},
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da cui, ricordando che arcsinsin® = 6 solose 6 €] — /2, 7/2][:

2 T 2 /2
I = / / arcsin(sin ) pdp d6 = 2/ / arcsin(sin6) p dp df
1 Jo 1 Jo

2 prt/2 2 /2 3
:2/ / Gpdde:Z/ pdp-/ 0do = -
1 Jo 1 0 8

ESERCIZIO 13.10. Per ogni n € IN '\ {0} e t > 0 Si consideri il seguente insieme (chiamato
simplesso n-dimensionale)

Ap(t):={(x1,...,xp): 0<x, <--- <xp <t} CR"
Si calcoli il volume n-dimensionale di A, (f).

SVOLGIMENTO. Osserviamo che A, (0) = 0 per ogni n € IN \ {0}. Il volume di A, (t) & dato da:

xn
Vol (A, (¢ ( ( 1 dxn> dx2> dxy.

;tVol(An(t)) - /Ot (/Oxm dxn> ... dxy = Vol(A,1(t)),

Derivando in t si ha

si ottiene quindi

;tVOl(An(t)) = Vol(A,-1(t)),

Vol(A,(0)) = 0.

Inoltre i
EVOl(A (0)) = Vol(A,-1(0)) = 0.
Iterando il procedimento si ottiene
qr-1
T ——— Vol(A(t)) = Vol(A(t)),
di ,
EVOI(An(O)) =0, perj=1,...,n—1.
Osserviamo che ,
Vol(Aq(t)) = | dx, =t,
0
da cui
dk
ﬁVol(An(t)) =0, perk>n,
di’l

SVol(An() =1,

;]Vol(An(O)) =0, perj=1,...,n—1

Si ottiene quindi che Vol (A, (t)) & un polinomio in t di grado n. Poiché tutte le derivate fino all’ordine
n — 1 sono nulle in 0, i coefficienti dei termini di grado minore o uguale a n sono tutti nulli, quindi
Vol(A,(t)) = Cut", con C, € R da determinare. Derivando n volte tale espressione e ponendo il
risultato uguale a 1, si ottiene C, = 1/n!, quindi

Vol(An(t)) = %



CAPITOLO 14

Lezione del giorno venerdi 4 dicembre 2020
Integrali multipli IT (Durata 2")

Raccogliamo di seguito alcune utili formule per il calcolo degli integrali doppi e alcune definizio-
ni di integrali importanti da un punto di vista applicativo:

Formule utili:
(1) Volume del solido di rotazione:

v=r [ fe

(2) Area di una superficie curva z = f(x,y) che si proietta ortogonalmente su D:

A= // I+ @uf P+ (@ f 2 dxdy

(3) Area di una superficie di rivoluzione S generata dalla rotazione di un giro completo attorno
all’asse x di una porzione di curva regolare <y situata nel semipiano z = 0, x > 0:
(a) se 7 e rappresentata dalle equazioni parametriche x = x(t), y = y(t),a <t < b,siha

b
Ag = 27'(/ Y(E)y /¥ (D)2 + (D)2 dt

(b) se v ammette rappresentazione cartesiana y = y(x),a <x<b,siha

b
Ag = 27'(/ y(x)\/14y'(x)?dx

(4) Baricentro di D C R?:

://Dxdxdy / ydxdy
dxd //dd
/[ dxay xdy

(5) Baricentrodi D C R3:

) ///Plxdxdydz /// ydrdyds /// zdxdydz
//Dd“lydz J[[ axdyaz JJ[ axaya

(6) Momento di inerzia D C RR? rispetto ad un punto fisso o ad una retta fissa:

I://D52(x,y)dxdy

dove 62(x,y) e la distanza del punto (x,y) dal punto fisso o dalla retta fissa.

(7) Teorema di Guldino sul volume dei solidi di rotazione. Sia T il solido generato dalla rotazio-
ne di angolo 0 attorno all’asse z di un dominio E contenuto nel semipiano x > 0 del piano
(x,z). Allora il volume é:

)\3(T) = GVG)\z(E),
dove r¢ € la distanza del baricentro di E rispetto all’asse di rotazione.
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96 14. Integrali multipli

DEFINIZIONE 14.1. Sia I intervallo di R, r : I — R? una parametrizzazione di una curva regolare
7. Sia p : ¥(I) — [0, +co[ una funzione. Se

massa(y / u(r (t)|dt #0,
chiameremo baricentro della curva r di densita y il punto:

JROICOIIOIE

massa(y)

Alcuni casi particolari:
(1) supponiamo d = 2. In tal caso r(t) = (x(t),y(t)) e si ha:

/Ix( \/ t) + y2(t) dt /y y(t)) \/X2(t) + y2(t) dt

massa(y massa('y)

G:=

(2) supponiamo d = 2 e y = cost. In tal caso si ha:
massa(y) = y/ [Y'(t)| dt = plunghezza(vy),
I

e quindi

é::hmghelzza(/ ) A/ X2 (1) + v3( dt/y y()dt)

ESERCIZIO 14.2. Si calcoli il baricentro dell’arco -y di circonferenza unitaria centrata nell’origine,
giacente nel semipiano y > 0, di densita costante paria u > 0.

SVOLGIMENTO. La curva <y & parametrizzata da r(t) = (x(t),y(t)) = (cost,sint) con @ € I :=
[0, 7t]. Si ha densita costante y e lunghezza(y) = 7.

7T 7T
/x(t)\/a'cz(t)—i-y'z(t)dt:/ cost\/sin2t+cosztdt:/ cos tdt = 0.
I 0 0
T 7T
/y(t) \/X2(t) + y2(t) dt = / sintV/sin® t + cos? t dt = / sintdt = 2.
I 0 0

Pertanto G = (0,2/ 7).

ESERCIZIO 14.3. Si calcoli il baricentro dell’arco v di curva parametrizzata da r(t) = (t2,2t),
t € I:=[0,1] e densita costante paria p > 0.

SVOLGIMENTO. Poniamo x(t) = t? e y(t) = 2t. La densita della curva & costante. Calcoliamo la

lunghezza di :
1 1
(¢ dt:/ 2t2+22dt=2/ 1+ #2dt.
[iwwiar= /ey v

Per « € R, si ha integrando per parti:

tdt a+t2—adt
2 2 _ 2
/\/oc+tdt—t\/(x+t / =tVa+12— / —
:t\/a+t2—/\/uc—|—t2dt—|—0c/

2 2
wr—u we + o
dt:; da cui

2w 2w? 7

2w w+lx B B -
/W PZ1a 207 / = log|w| +c =log|t + Va+ ]+,

\/tx+t2

Posto vVa +t2 = —t4+w,sihat =
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pertanto

. -1
/\/(x+t2dt:t\/¢x+t2—/ Va+t2dt+alog|t+ Va+ 12|+,
0
da cui

/\/a+t2dt:;(t\/a+t2+oclog|t+\/1x~|—t2]+c).

Allora preso o = 1:

1
lunghezza(y) = 2/ V14 2dt =2 +1og(1+V2).

Calcoliamo ora, posto s = 12, t = /s, dt = \[

/Itzx/1+t2dt:§/(; Js(1+s) ds 2/ V(& s +1/4) — 1/4ds = / V(s +1/2)2 — 1/4ds
:i/()l\/mds:s/l Vw? —1dw,

ove si & postow = 2s +1 = 2t* + 1 Preso « = —1, si ha:

/Itzmdt / Vw? —1dw = [ (w\/w2 1—10g(w+vw2—1))]
w=1
- E(3\/§— log(3+ V8)) = % <3\/§— %log(l + \@)2> % (3v2-log(1+v2)),

ove si & sfruttato il fatto che (1 + V2 )2 = 34 /8. Posto s = 2, calcoliamo

2
/Zt\/l—i—tZdt / (149)2ds = /101/2dv:§[3/2]v =3 20v2-1).
Allora si ha:

= 1 /
C:= lunghezza(y </ )+ d, /y HEi )dt>

:ﬁ+log2(1+ﬁ) (/ t%/ﬂdt,/ 2u/1+7dt)

\f+lo;(1+\f)< (3v2-log(1+v2)), (2f2—1)>

w=3

ESERCIZIO 14.4. Si consideri la spirale y di equazioni polari p(6) = 36,0 € I := [0, 57].

(1) Si calcoli la lunghezza di ;
(2) Supposta la spirale ricavata da una lamina di materiale con densita y : R* — [0, 4-o0] tale
che u(x,y) = 6(x? + y?), si calcoli la massa totale di 7.

SVOLGIMENTO. Poniamo:

x(0) = p(0)cos® = 360cosh,
y(0) =p(0)sinf = 30sinb,

Si ha allora il seguente fatto generale per curve espresse in coordinate polari:

\/%2(0) + y?( \/ ) cos® — p(0)sin )2 + (0(0) sin6 + p(0) cos 6)?

= \/p'Z(G) cos20 + p2(0) sin? 8 — 20(0)p(8) sin 6 cos 8 + p2() sin® O + p2(0) cos? 6 + 20(0)(#) sin § cos O

= \/0*(0) + p*(6).
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Nel nostro caso,
%2(0) +y2(0) =3V 1+ 62
La lunghezza di -y ¢ data da:

57
lunghezza(y) = / I(6)] d6 = 3/ V1t 6246 = % (57v/T+2572 +log(57 + V1+2572)),
I 0

sfruttando il fatto che una primitiva di v/1 + > & stata calcolata nell’esercizio precedente.
In coordinate polari, si ha che

u(x(6),y(8)) = p(p(6) cos 0, p(6) sin ) = p*(8) = 96°.
La massa totale della curva & quindi:

massa() = /Iy(x(e),y(e)),/xz(e) 4 2(0) do = 27 /05” 62\/1+ 62 do.

Con passaggi analoghi all’esercizio precedente, posto w = 262 + 1 e sfruttando la primitiva di
Vw? — 1 trovata in precedenza
50271+1

57
massa(y) = 27/ 0*\/1+62d6 = 287/ Vw? —1dw
0 1

- %Z <(1 +507°) \/(1 +5072)% — 1 — log (1 + 507> + \/(1 +50m2)% — 1>> .

ESERCIZIO 14.5. Chiamasi toro il solido T generato dalla rotazione di un cerchio di raggio r
intorno ad un asse z del suo piano avente distanza a dal centro, con a > r. Trovare il volume di
questo solido.

SVOLGIMENTO. Sia C il cerchio di raggio r nel piano zy centrato in (0, 4,0). Si ha:
C:={(0,scos¢+a,ssing): 0<s<r, ¢ec[0,2m]}
Sia 6 € [0,27t]. Il punto (x,y, z) ruotato attorno all’asse z di un angolo 6 occupa la posizione
(v/x2 + y2cos b, \/x2 +y2sin 6, z). Per cui si ha:
T :={(|]scos¢ +alcosb,|scos¢ + a|sinb,ssing) : p,¢ € [0,277],0 <s < r}

Ricordando chea > r,sihascos¢ +a > —s +a > —r +a > 0 e analogamente per il seno, quindi si
possono togliere i moduli:

T:={((scos¢p +a)cosb, (scos¢p +a)sinf,ssin¢) : p,¢p € [0,27],0 <s <r},
pertanto T e parametrizzato da:
¢(s,0,9) = ((scos¢p +a) cosb, (scos ¢ + a) sinb,ssin¢).

Il volume di T ¢ espresso dall’'integrale triplo

V= ///T dx dy dz.

La matrice Jacobiana della parametrizzazione é:

cos¢pcos® —(scos¢+a)sinf —ssin¢cosb
Jac(¢)(s,0,9) = | cospsin® (scos¢+a)cos® —ssingsinb | .
sin ¢ 0 S Cos ¢

Il suo determinante e:
detJac(¢)(s, 8, @) = sin¢(s(scos @ + a) sin® O sin ¢ + s sin ¢ cos® O(s cos ¢ + a))+
+ 5cos ¢(cos ¢ cos® B(s cos  + a) + (s cos ¢ + a) sin®  cos ¢)
= ssin® p(scos § + a) + s cos” (s cos ¢ + a)
=s(scos¢p+a) >0
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Quindi il volume cercato é:

2 p2m pr
V:/ / / s(scos¢p+a)drdgdo
o Jo Jo

rop2m r
= Zna/ / (s*cos ¢ +as)dpds = 47T211/ sdr = 2m%ar’.
0

Applicando il Teorema di Guldino: 1’area del cerchio C & 772, il baricentro ¢ il centro geometnco
del cerchio che descrive una circonferenza di lunghezza 27ta. Quindi il volume & V = 272ar?, che
conferma il risultato precedente.

ESERCIZIO 14.6. Calcolare il seguente integrale doppio :
1= // cos(x +y)e* ¥ dxdy
D
esteso a

7T
D={(xy) eR?: [r+y| < 2, [x—y| <1}

SVOLGIMENTO. Poniamo # = x+y, v = x—ydacuix = (u+v)/2ey = (u—v)/2. 1l
determinante Jacobiano di questa trasformazione € —1/2, quindi il suo modulo & 1/2. Con questa
parametrizzazione si ha:

/2
/ / cosue’dudv =e—e ' =2sinh(1).
2 /2

ESERCIZIO 14.7. Calcolare il seguente integrale doppio:

_ |1ty
I—//D 1_yxdxdy,

essendo D il dominio limitato dalla curva di equazione
v —2x=0

SVOLGIMENTO. La curva ha equazione 1 —y* = (x —1)2ovvero (1 —y)(1+y)(1+y?) = (x —1)?

daCUi—lSySlel—\/W<x<1-|-\/1—;4‘Quindisiha:
1+4/1— 1 /1-
I_// ! 1+ xdxd —// v xdxdy
Vi VT
L ity 4)2 g o [ 1ty 4

1 1
=2 1 14+ y%d :2/ 1+y?d —2/ 1+y%d
/_1( ty)yityrdy =2 1+ytdy—2 [y 1+yrdy

= 4/01 14 y2dy = 2(v/2 + arcsinh(1)) = 2(v/2 +log(1 + V2))

ESERCIZIO 14.8. Si provi che la funzione |(x,y)| 7 & integrabile su B = B(0,1) C R? se e solo
se p < 2 ed @ integrabile su R? \ B(0, 1) se e solo se p > 2. Analogamente, la funzione |(x,y,z)| ¥ &
integrabile su B(0,1) C IR® se e solo se p < 3 ed @ integrabile su IR® \ B(0,1) se e solo se p > 3.

SVOLGIMENTO. In coordinate polari, se p # 2 si ha

/\(x y)’ded]/:/zn/llpdpdGZZH/lplPdp: 27 Pl
o 0 Jo pr 0 @-pt

che & finito solo se p < 2. Se p = 2 si ottiene

11
2 /,:2 log o]l = oo,
s o rt[logply = +oo
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Pertanto l'integrale su B(0,1) C R? & finito solo per p < 2.
In modo del tutto analogo, se p # 2:

2w pto0 27T —
| Pdxdy = [© [ pdpde = T[0T
/}RZ\B\(X IPdedy = | | o e (2_p)[p Jp=1

che é finito solo se p > 2. Se p = 2 si ottiene

® 1
2 / 2 — 27flog o] = +oo,
o 73 = 2nllogly = 4o

pertanto I'integrale su R? \ B converge solo se p > 2.

Nel secondo caso utilizziamo coordinate sferiche: x = psin¢ cosf, y = psin¢sinf, z = pcos ¢, e
il determinante Jacobiano della trasformazione & p? sin ¢ da cui se p # 3 si ha

m p2w pl 47t /2 -1 47T
2-p gi = i PP T =
| ] e rsingdpdndg 3_p/0 singdg - [0 1075 = =

_pip=1
— p[PS ”]Z:o

che e finito solo se p < 3. Se p = 3 si ottiene

11
47‘(/ — =400
0o p

Pertanto l'integrale su B(0,1) C R3 & finito solo per p < 3.
In modo del tutto analogo, se p # 3 si ha

47 -
Y, z)| Pdxdydz = ——[p> PP
S, (o9 2)| 7 dxdydz = 70>

che e finito solose p > 3. Se p = 3 si ha
,2)| 7P dxdydz = 47|l ® = +oo0.
/1113\3(0,1) [(x,y,2)| P dxdy dz [log p]7

Pertanto I'integrale su R3 \ B(0, 1) converge solo per p > 3.

ESERCIZIO 14.9. Calcolare il seguente integrale doppio:

I:://dd
ny

essendo D la regione piana compresa tra la curva di equazione polare p = 1+ cos6 per 6 € [0, T] e
l'asse x.

SVOLGIMENTO. Si ha:
D = {(scosf,ssinf) : 6 € [0, 7], s € [0,1+ cosb]}

7 pl4cosf 1 T
1;:/ / pdpdsz/ (1 + cos6)2d6
0 Jo 2 Jo

—1/n d9+1/n2cosﬂd0+1/ncoszed9
2 ) 2 Jo 2 Jo

_ E_§n
2 4 47

da cui

ESERrRcCIZ1O 14.10. Sia:
={(ny) eR: (k12 +2 21 (x = 1)+ > 1, P +y? <2}
Posto:

_ vl
flx,y) = W
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si calcoli:

I= /Df(x,y) dx dy.

SVOLGIMENTO. Poiché vl
Y

— L <,
NeET

l'integrale esiste.

L'insieme D & costituito dai punti all’interno del cerchio di raggio v/2 centrato nell’origine che
si trovano al di fuori dei cerchi centrati in (£1,0) di raggio 1. Si consiglia al lettore di tracciare un
grafico della situazione. Sfruttando le simmetrie del dominio D e di f e possibile calcolare I'integrale
richiesto su D N {x > 0,y > 0} e poi moltiplicare per 4 il risultato. Calcoliamo l'intersezione di
x? +y* =2con (x — 1) +y? = 1. Si ottiene x> — (x — 1) = 1 da cui x> — x2 + 2x — 1 — 1 = 0 percid
x =1,y = 1. Nel primo quadrante quindi le due circonferenze si intersecano in (1, 1) Esplicitando
rispetto alla x, si ha quindi:

DN{x>0,y>0} ={(x,y): 0<x<1,4/1—(x—-1)2<y<+v2—x2}

dydx = dydx

1_4/ /ﬁ\/m 4/ /\/Tz\/m

—4/ / — x2+y2dydx

:4/ (\/m—\/xz—l—l—(x—l)z) dx
—4/ (v2-v2x) dx 4\[

ESERCIZIO 14.11. Calcolare il seguente mtegrale triplo:

I:///dxdydz,
T

dove T ¢ il solido limitato dalla superficie del paraboloide z = a?x? + b*y? e dal piano z = k2, k # 0.

SVOLGIMENTO. Si ha
T:={(x,y,2): (ax)* + (by)* <z < k*}

- {(x’y’z) : <¢§/a>2+ <\/Ey/b)2 shoszs kz}

. . . x o . o 2 . o
Poniamo quindi Tida = scos 0, f/b =ssinf,z =20<s5<1,0< z < k*dacuix(sbz) =

Vzscos8/a, y(s,0,z) = \/zssinB/b, z(s,0,z) = z. Lo Jacobiano della trasformazione é:

zcos® —+/zssinf/a %
Jac()(s,0,z) = | by/zsin® +/zscos6/b 5221\’}29 ,

0 0 1

il cui determinante & zs/ (ab). Allora:

27T d k4
1_/ // —dz o=

ESERCIZIO 14.12. Determinare il baricentro del cappio della strofoide , curva di equazione (a > 0):
x(x? +y?) = a(x® — )
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SVOLGIMENTO. Poniamo f(x,y) = x(x% + y?) — a(x*> — y?). In coordinate polari, si ha p3 cos§ =
ap*(cos? 6 — sin”0) da cui p = a%22% con la condizione p > 0. Si ha quindi 6 € [—7/4, /4] U
[7t/2,3/4m| U [5/4m,3/27|. Osserviamo che x() = pcos@ = acos26, y(0) = psin® = atan 6 cos 26.
La curva e simmetrica rispetto all’asse delle ascisse, quindi 1’ordinata del baricentro & nulla, ed am-

mette un asintoto verticale, infatti , llem/ 0= oo Tale asintoto & x = —a. Si ha inoltre p(6) = 0
— 7T

per 8 = £ /4. Pertanto il cappio & descritto da —m/4 < 0 < /4, cui corrisponde 0 < x < ae
vl < xy/(a—x)/(a+x).

Altro modo: parametrizziamo con rette per l'origine, si ha f(x, mx) = x* (m*(x+1) +x —1) = 0.
Per x = 0 si ottiene y = 0, quindi I'unica intersezione con la retta verticale & I’origine. Per x # 0 si ha

x(m) = 1—m?
I

1 — m?

y(m) = mx(m) =ams—— 5

Tale scrittura comprende anche 'origine prendendo m = £1. Un rapido studio delle funzioni x(m)
e y(m) permette di osservare che il grafico di x(m) & simmetrico rispetto a m = 0, e x(m) ha un unico
massimo in m = 0 con x(0) = g, inoltre x(m) — —a per m — =£oo. Il grafico di y(m) & simmetrico
rispetto all’origine, inoltre y(r) ha un minimo relativo per m = —1/+/5 — 2 e un massimo relativo
per m =/ v/5 —2. Si ha un cappio se esistono mq,my; € R con m; < mj tali che x(my) = x(my) e
y(my) = y(my). 1l cappio sara descritto dalle equazioni parametriche per m € [mj,m;y|. Dalla prima
equazione si ottiene my = —my, vista la simmetria rispetto all’asse m = 0 e il fatto che per la funzione
x(m) & strettamente monotona per m > 0 e per m < 0. Sostituendo nella seconda equazione e
ricordando la simmetria rispetto all’origine del grafico di y(m) si ottiene y(m;) = y(—my) = —y(m;)
da cui y(my) = 0. Questa condizione individua i tre valorimy; = 0, m; = lem; = —1. Sem; =0
si ha mp = 0, quindi m; = my, non accettabile, le altre possibilita porgono m; = 1 e m; = —1 (non
accettabile perché m; > m;), e la scelta accettabile m; = —1 e my = 1. Quindi il cappio & descritto da
x(m), y(m) per =1 <m < 1.

FIGURA 14.12.1. Parametrizzazione della strofoide con rette per I'origine (a sinistra),
e grafico cartesiano della strofoide.
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Sia C il cappio della strofoide. L’area di C e data da:

/4 acos(20)/ cosf /4 COS
//dxd _/ / sdsdo = & / do
/4 2 Jon/a c0529

/7‘(/4 5 1
/4 cos2 0

- 5
a2 /4 /4
=5 <2 /_n/4(c0329—|— 1)do + [tan0]"" , —27r>
LZZ /4
:<2/ C0529d9—|—2—7‘f>
2 —/4
2
=5 -

Si ha:
/4 cos®(20)

ixd /4 racos(260)/ cos® ) 0 ds d6 a3 0
//x ray = /n/4/ 5 cosuas _3/_n/4 cos2 6

/4 1 3
/ 2cosf — —— ) cosBdb
3 /4 cosf

“* (8costo 29 ! 46
~ 3 /n/4 <8COS - cos? 0 >
Ll /4
— (/ 2(cos26 +1)%do —3(2 + ) —2~|—37r>
3 /4
< 2(cos?20 +2cos20 +1)df —3(2 + 1) — 2+37r>
3 7'[/4
&

< (cos40 + 1+ 4cos20)db + m — 8>
3 —7/4

a ”/4 3

3< (cos40) d9+27r 4>

_a

3

(27r 4) 6(37r 8)

Le coordinate del baricentro sono:

e 0
5 ’ Yyp = U.

ESERCIZIO 14.13. Calcolare 1’area della superficie generata dalla rotazione attorno all’asse x della

curvay =sinx, 0 <x <7
SVOLGIMENTO. L'area e data da:
A= ZH/()nsinx\/mdx = 4n/0n/zsinx\/mmc = 471/01 mdt
= 271(V/2 + arcsinh(1)) = 27(v2 + log(1 + V2)).

ESERCIZIO 14.14. Calcolare I'area della porzione S di superficie:
2
z=3- (x3/2 4 y3/2)

che si proietta nel triangolo D determinato dalle rettex =0,y =0ex +y = 3.
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SVOLGIMENTO. Siha d,z(x,y) = /x e dyz(x,y) = /¥, da cui
3 4 3
A:// \/1+x—|—ydxdy:/ / \/Edtdx:§/(8—(1+x)3/2)dx
D 0 J1+x 0

2 4 262 116
63 /1 s =163 5 =75
ESERCIZIO 14.15. Si consideri I'insieme
T:={(x,y) €cR*: (*+v*)(* +x(x +1)) = dxy*}

(1) Si provi che cos(36) = cos0(1 — 4sin?§).
(2) Si esprima I' in coordinate polari piane e, utilizzando il precedente, si dimostri che I' &
invariante per rotazioni di 27”
(3) Si scrivano le equazioni delle rette tangenti a I' nei punti P; = (—1,0), P, = (1/2, V3/ 2)e
Py = (1/2,—+/3/2). Si provi che tali tangenti delimitano un triangolo equilatero.
(4) Si dica:
(a) seT definisce implicitamente in un intorno di Py, una funzione y = ¢1(x) con ¢1(—1) =
0 e in caso affermativo, si calcoli ¢ (0).
(b) seT definisce implicitamente in un intorno di P, una funzione y = @(x) con ¢2(1/2) =
V/3/2 e in caso affermativo, si calcoli @5(1/2).
(c) seT definisce implicitamente in un intorno di P>, una funzione y = ¢3(x) con ¢3(1/2) =
—+/3/2 e in caso affermativo, si calcoli @5(1/2).
(5) Si determinino massimi e minimi della funzione h(x,y) = x> + y? vincolati a T. Si dica se T
¢ compatto.
(6) Facoltativo: Si tracci un grafico qualitativo di I'.

SVOLGIMENTO. Puo essere utile osservare che 1'insieme presenta una simmetria rispetto all’asse
delle x: infatti la sostituzione y — —y lascia invariato 1'insieme. Poniamo

Flx,y) = (2 4 7)1 + x(x + 1)) — 4y
(1) Si ha:
cos 30 = cos(6 + 26) = cos 0 cos 26 — 2sin” # cos 6
= cos (1 —2sin?f) — 2sin? O cos B = cos B(1 — 4sin?6)
(2) Esprimiamo I' in coordinate polari x = pcos6, y = psin6: si ha
f(pcosh,psind) = p*(p* + pcos ) — 4p> cosBsin®§ = p>(p + cosB(1 — 4sin’ 9))

da cui si ottiene che p = 0 oppure p + cos 8(1 — 4sin? §) = 0. La seconda condizione implica
la prima per 0 = 71/2, pertanto sfruttando il punto precedente si ha:
I'={(pcosb,psinb): p=—cos360,p>0,0 € [0,27]}.

Poiché cos 30 = cos(3(6 + 271/3)) si ottiene I'invarianza richiesta.
(3) Differenziando la funzione f, si ottiene:

df(x,y) = 2x(y* + x(x +1)) + (¥ + y*) (2 + 1) — 4%) dx+
+Q2y(y* +x(x +1) +x* +y*) — 8xy) dy
= (4x% + 3x% 4 4xy* — 3y?) dx + 2y(2y% + 2x — 3x) dy
Calcolando in P;, P, P; si ottiene:

df(—=1,0) = —dx, af (;,i?) :;dxi\égdy.

Questo implica che:
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(a) la retta tangente in Py € 71 : x = g1, dove q; va determinata imponendo il passaggio per
P;, ovvero x = —1,
b) la retta tangente in P, sia 1 x + By — », dove g, va determinata imponendo il passag-
g 2 2 ¥Y=1 q p p g
gio per P», ovvero 13 : % x4+ ? y=1,

(c) laretta tangente in P; sia % x — %y = g3, dove g3 va determinata imponendo il passag-

gio per Ps, ovverors : 5 x — § y

=1
Sihar,Nrs = {(2,0)}, 1 Nrp, = {(-=1,V3)}, rnNr, = {(~1,—/3)}, e si verifica che la
distanza tra questi tre punti & la stessa e vale /12 = 2+/3, pertanto il triangolo formato da
queste rette e equilatero.

(4) Dal punto precedente si ricava come 9, f (P;) = 0, quindi il Teorema di Dini non ¢ applicabile
in questo punto (la tangente a I' & verticale) Invece d,f(P>) = —v/3/2 # 0e 9,f(P;) =
V/3/2 # 0, pertanto il Teorema di Dini & applicabile in questi punti e restituisce due funzioni
y = ¢2(x) e y = @3(x) definite in un intorno di x = 1/2, di classe C!, con ¢»(1/2) = v/3/2 e
q)g(l / 2) = —+/3/2. La derivata di @2 e @3 in 1/2 & il coefficiente angolare della tangente in
tali punti, ovvero ¢5(1/2) = —v/3/3 e ¢4(1/2) = v/3/3.

(5) Si tratta di studiare la funzione p? sotto il vincolo p = — cos 36, ovvero di studiare la funzione
w(6) = cos?(30). Calcoliamo le derivate di w:

w'(0) = —6cos(30) sin(30) = —3sin(60)
w”(0) = 18 cos(60)

B

La derivata prima e nulla se 6 = krt/6, k = 0,1,...,5. In tali punti, la derivata seconda &
negativa se k = 2,3, 4, quindi questi sono punti di massimo, e positiva se k = 0, 1,5, quindi
questi sono punti di minimo. Se k = 0, 1, 5 si ottiene dall’equazione diI' che p = 0, pertanto il
punto (0,0) & di minimo assoluto vincolato e in tale punto pz = 0. Sek = 2,3,4si ottengono
ipunti (—1,0), (1/2, V3/2) e (1/2,—+/3/2), che sono quindi di massimo vincolato. Poiché
p? assume in tutti questi punti il medesimo valore 1, tali massimi sono massimi assoluti
vincolati. L'insieme & chiuso perché f e continua e limitato perché p < 1 sui punti di T,
quindi e compatto.

(6) Questo punto e facoltativo, illustriamo un procedimento possibile per disegnare 1'insieme
I'. Dal punto precedente, si & visto come I’ sia contenuto nella palla centrata nell’origine di
raggio 1. I punti di contatto con la circonferenza di raggio 1 sono proprio Py, P», Ps.

Cerchiamo i punti di '\ {(0,0)} dove la tangente & verticale. Questo implica porre a
sistema 9, f(x,y) = 0 e f(x,y) = 0. Dalla prima equazione si ha y = 0 oppure y* = (3x —
2x?) /2, sostituendo nella seconda (essendo x # 0) si ha x = —1 oppure x*(16x —9)/4 =
0, quindi x = 9/16 cui corrisponde y = +3+/15/16. 1 punti a tangente verticale (diversi
dall’origine) sono:

con Q3 simmetrico rispetto all’asse x di Q. L'insieme I' & compatto, quindi la funzione
9(x,y) = x ammette massimo e minimo assoluto vincolati a I'. Tali massimi e minimi assoluti
sono raggiunti nei punti dove V f e Vg sono paralleli, quindi nei punti dove la normale a I
e orizzontale, quindi la tangente verticale, oppure nei punti dove V f = (0, 0). Quest’ultimo
caso avviene solo nell’origine e q(Q;) < 4(0,0) = 0 < q(Q2) = 4(Qs3). Ma allora Q; e il
punto dove la x vincolata a I' ha il suo minimo assoluto, e Q>, Q3 sono massimi assoluti
vincolati per la x.

Cerchiamo i punti di '\ {(0,0)} dove la tangente & orizzontale. Questo implica porre a
sistema 9y f(x,y) = 0 e f(x,y) = 0. Dalla prima equazione si ha y? = (—4x> — 3x2)(4x — 3),



106

14. Integrali multipli

sostituendo nella seconda si ha
x3 (32x% + 6x —9)

=0,
(3 —4x)?

da cui, essendo x # 0, 32x?> + 6x —9 = 0 cui corrispondono x = 3(—1++/33)/32. So-
stituendo nell’espressione di y si ha che i punti a tangente orizzontale (diversi dall’origine)
sono allora:

S, = <332( 1-/33), 116\/;(69“1\@))

16V 2

Sy = <332( 1+ V/33), —\/§(69+11\@)>

54 <32( 1+/33), \/ (69+11W)>

con Sy e Sy simmetrici rispettivamente di S; ed Sz rispetto all’asse x. Per un ragionamento
assolutamente analogo al precedente, utilizzando la funzione s(x,y) = y vincolata a I, si
ottiene che S3 € di minimo assoluto per la y vincolata a I', e S3 di massimo assoluto vincolato
aT. Infatti s(S3) = —s(S4) # 5(0,0),5(S1) = —s(S2) e s(S3)|*> > [s(S1)|?. Se ci restringiamo
all'insieme (compatto) I'™ := I'\ {(x,y) : x < 0}, otteniamo che S; & minimo assoluto
di s(x,y) vincolato a I'~ e S, & massimo assoluto di s(x,y) vincolato a I'". Infatti si ha

s(S1) = —s(S2) #5(0,0).

Altro modo: poniamo y = mx nell’equazione, ottenendo

52:<332( 1—/33), 1\/3(69—11W>

0= f(x,mx) = x*(1+m?) (m*x* + x(x +1)) — 4x>m?
= (1 +m?)(m*x +x +1) — 4x°m?,

da cui per x # 0 si ottiene

3m? —1
x(m) = (14 m2)?

m(3m? —
v ="

Poiché per x = 0 si ha che se f(0,y) = 0 allora necessariamente y = 0 (infatti f(0,y) = y*),
si ottiene che per ogni m € R la retta di coefficiente angolare m interseca I' nei punti (0, 0)
e (x(m),y(m)). Osserviamo che per m — =oo si ottiene il punto (0,0) Osserviamo che
(x(m),y(m)) = (0,0) per m = +1/+/3. Cid implica che si ha un cappio definito da m >
1/4/3, un altro dato da —1/+/3 < m < 11/3 e un terzo definito da m < —1/+/3. 1l cappio
dato da —1/v3 < m < 1/3 si trova nel semipiano delle x < 0, gli altri due nel primo e
nel quarto quadrante. Dall’equazione in coordinate polari, si vede come I’ sia invariante per
rotazioni di 271/3, inoltre I' & simmetrico rispetto all’asse delle ascisse pertanto ¢ sufficiente
studiare TN {—1 < x < 0, y > 0}, ruotare il risultato di £277/3 e poi rifletterlo rispetto
all’asse delle ascisse.

Dato che f € C®, le funzioni implicitamente definite sono C! laddove sono definite. Sia
—1 < k < 0 e consideriamo l'intersezione di I' con la retta x = k, si ottiene (k? + y?) (y? +
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k(k+1)) = 4ky? da cui y* + (2k* — 3k)y? + k* + k> = 0. Poniamo quindi t = y? ottenendo
I'equazione
pr(t) i= 12 + (2k* = 3k)t + (K* +K°) = 0
Per avere soluzioni accettabili di y, & necessario che le corrispondenti soluzioni di t siano
positive. Osserviamo che lim;_, +o px(t) = +09, e che pi(0) = k* + k* < 0. Per il teorema di
esistenza degli zeri, si ha che esiste una radice t~ < 0 e una radice t* > 0. Cio implica che
t_ & da scartarsi perché negativa, e si ha y. = 1/, dove si ha che
—(2k* — 3k) + \/K2(9 — 16k)
t+ == 2 .
Com’era lecito attendersi vista la simmetria di I' le due radici sono simmetriche rispetto
all’asse delle ascisse. Restano quindi definite due funzioni implicite y = ¢ (x) ey = ¢~ (x)
corrispondenti alla radice positiva e alla radice negativa. Tali funzioni, se derivabili, sono di
classe C.

Calcoliamoci massimi e minimi di y = y(m), si tratta di avere y'(m) = 0 da cui:
0= (9m* —1)(1 +m?)? — 4m>(3m® — 1) (1 4+ m?)
= (1+m?)((9m* —1)(1 +m?) — 4m*(3m> — 1))
= (1+m?)(=1+ 12m* — 3m*),

da cui si ottengono per m i quattro valori m = £/ (6 £/33)/3.

Pertanto i massimi e minimi di y(m) si hanno per m = +1/(6 4- v/33) /3. Sostituendo, si
ottengono i punti S;,i =1, ...,4 come sopra. Si noti che per —1 < x < 0 vi & un solo punto
critico per la funzione y2. Esso deve essere un massimo perché per x = —1 e x = 0 si ha che

= 0. Tale massimo vale (3(1 + v/33)% Quindi per —1 < x < 0, I'insieme & costituito da
due rami simmetrici rispetto all’asse delle ascisse. Il ramo y = ¢ (x) nel secondo quadrante
parte dal punto (—1,0), raggiunge il massimo valore della y nel punto P, e poi termina
nell’origine. Il ramo y = ¢*(—) nel terzo quadrante & simmetrico. Ruotando il tutto di
+27/3, si ottiene che l'insieme & formato da tre petali.

Calcoliamo ora i massimi e i minimi di x = x(m), si deve avere x'(m) = 0 da cui
0 = 6m(1+m*)? —4m(3m® —1)(1 + m?)
=2m(1+m*)(3(1 +m?) —2(3m* — 1)) = 2m(1 + m?)(5 — 3m?),

da cui si ottengono i valori m = 0, m = £+/5/3. Sostituendo, si ottengono i punti Q;, i =
1,2,3 come sopra. In Figura 14.15.2 vengono riportate le rette parallele agli assi e passanti
peripunti S;, Q;,i =1,..,4,j = 1,2,3, la circonferenza circoscritta a I e tangente ad esso
nei punti Pj, P, P; (punti di distanza massima dall’origine), nonché le rette tangenti a I in
tali punti.

ESERCIZ1O 14.16. Si consideri I'insieme
I'={(xy) € R?: 4(x2 +y2 — x)3 = 27(x2 +y2)2}.

(1) Siesprima I' in coordinate polari piane.

(2) Si provi che la curva interseca gli assi in cinque punti, di cui uno e l'origine. Si determi-
nino gli altri quattro punti P, = (x;,y;), i = 1,2,3,4. Detto P; 'intersezione con ascissa
strettamente negativa, si scrivano le equazioni delle tangenti a I" in P,, P3, P;.

(3) Perognii = 1,2,3,4, si dica se I definisce implicitamente una funzione y = ¢;(x) di classe
C! in un intorno di x; con @;(x;) = y;.

(4) Si determinino massimi e minimi della funzione h(x,y) = \/x% + y? vincolati a I'. Si dica se
I' € compatto.
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x+\/§y:2 B Yy ¢= (
=1 Ve) ;= 116\/ (69—11f)
n=

S4(1,7) T= 116\/ (694—11\/»)

,,,,, e P (1/2 V3/2)
‘ 1Q2(9/16,3V/15/16)

(2,0)

NG 0s(9/16,-3VT5/16)

S3(11,—7) p, (1/2,—\@/2)

. (—1/ —\/g)

x—\/ﬁy:Z

FIGURA 14.15.2. La curva (x> + y?)(y* + x(x + 1)) = 4xy?, la circonferenza ad essa
circoscritta e alcune rette significative.

(5) Facoltativo: Si tracci un grafico qualitativo di I'.
SVOLGIMENTO.
(1) Poniamo f(x,y) = 4(x* + y* — x)% — 27(x% + y?)2. Poiché f(x,—y) = f(x,y),sihacheTl e

simmetrico rispetto all’asse delle ascisse. In coordinate polari si ha:
f(pcos®,psind) = 4p°(p — cos§)® — 27p* = p*(4(p — cos 0)® — 27p).
pertanto si ottiene che se p > 0 si deve avere 4(p — cos6)® = 27p, da cui
T = {(pcosf,psinb): Vo —33/p = V4cosh, p>0,0¢c [0,27[} U{(0,0)}.

Studiamo le intersezioni con gli assi. Poiché f(0,0) = 0, I'origine appartiene a I'. Vediamo
le intersezioni con 1’asse delle ordinate:

F0y) = 4y° = 27y" = y*(4y* - 27),
che si annulla solopery =0,y = +3/3/2, quindi P; = (0, 3\@/2) e Py = (0, —3\@/3).
Cerchiamo intersezioni con l'asse delle ascisse diverse dall’origine:
f(x,0) = 4x3(x —1)% = 2724,

che si annulla solo per x = 0, e 4(x — 1)®> — 27x = 0, ovvero 4x> — 12x? — 15x — 4 = 0. Risol-
vere questa equazione puo non essere immediato: € buona norma vedere se essa ammette
soluzioni pit facili da determinare, in tal caso, infatti, tramite divisione e possibile ricondursi
ad un polinomio di secondo grado.
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Cerchiamo soluzioni intere di questa equazione: esse vanno cercate tra i divisori di 4,
ovvero +1,+2, +4. Si vede come +1, £2 non siano soluzioni, invece 4 & soluzione. Quindi
dividendo il polinomio dato per x — 4 si ottiene:

4x3 —12x%> —15x —4|x—4
—4x%  +16x2 47 +4x +1
4x? —15x
—4x% +16x
x —4
—Xx 4
0

Quindi:
4x® —12x% —15x —4 = (x —4)(4x* +4x +1) = (x —4)(2x + 1)?,

che si annulla per x =4 e x = —1/2. Pertanto P; = (—1/2,0), P, = (4,0).
(3) Calcoliamo le derivate parziali di f:

Ocf(x,y) = 12(x* +v* — x)?(2x — 1) — 108x(x* + ?)
=12((x® + > — x)2(2x — 1) + 9x(x* + v?))
Ay f(x,y) =12y(2(x* + y* — x)* = 9(x* +¥%)).
e scriviamo il differenziale nei punti P, P3, P4 per determinare 'equazione della tangente:

(a) df(4,0) = 12(144 -7 — 36 - 4) dx = 144 - 72 dx, pertanto in (4,0) la tangente & parallela
alla retta x = 0, e quindi e la retta x = 4.

(b) df(0,3v3/2) = Z2(—dx + \/3dy), pertanto in (0,31/3/2) la tangente & della forma
—x + /3y = g, sostituendo si ottiene g = 9/2 e I’equazione della tangente risulta —x +
V3y =9/2.

(c) per simmetria, la tangente nel punto (0, —3v/3/ 2)ex+ \@y = —-9/2.

(d) nei punti P3, Py, siha d,f(P;) # 0 e d,f(Ps) # 0, quindi per il teorema di Dini vengono
definite le funzioni implicite richieste. Si ha pero d,f(P;) = 9,f(P.) = 0, quindi in
questi punti il teorema non é applicabile.

(4) Dall’equazione in coordinate polari, sihap > 0, e —v/4 < \3/41p —3yp < /4. Studiamo la
funzione z(p) = V/4p —3¢/p. Sihaz(0) =0e
2(p) =Vd—p 2P >0
Pertanto la funzione z(p) ammette un unico punto critico per p = 1/2 e, poiché zZ(p) > 0, tale
punto & di minimo. Si ha z(1/2) = —v/4. Se p > 1/2 la funzione & strettamente crescente,

dovendo essere limitata da v/4 I’estremo superiore dei p ammissibili sara dato da pmax tale
che z(pmax) = V4, per 8 = 0, quindi esso & raggiunto nel punto corrispondente a (4, 0). Tale
punto in coordinate polari ha un p superiore ad 1/2 quindi ¢ il punto di massimo assoluto.
Pertanto il massimo assoluto di p & 4, allora il massimo di p? & 16. Essendo f continua, I &
chiuso. Poiché p e limitato, I" € compatto.

Altro modo: l'equazione H(p,8) := z(p) — V4cos® = 0 definisce implicitamente p in
funzione di 0 in un intorno di tutti i punti dove z(p) # 0, ovvero in un intorno di tutti i punti
con p # 1/2. La funzione implicitamente definita p = p(0) & di classe C! e la sua derivata &

Ao g _OH(p(0),6) oz sind
d9(9)— 9pH(p(6),0) 4Z(p(9)’

quindi la derivata si annulla per 6 = 0, 7, cui corrispondono le intersezioni di I' con 1’asse
delle ascisse (gia determinati in precedenza). A tali punti vanno aggiunti quelli con p = 1/2.
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Confrontando i punti (4,0), (0,0), (—1/2,0), si ha che (0,0) & di minimo assoluto per p e
(4,0) & di massimo assoluto per p, confermando il calcolo precedente.

(5) Studiamo le intersezioni con rette x = k. Abbiamo gia visto come se |k| > 4 non ci siano
intersezioni, e che 1"unica intersezione con x = 4 sia il punto (4,0).

Le intersezioni sono due a due simmetriche rispetto all’asse delle ascisse. Cerchiamo

di operare delle sostituzioni opportune nell’espressione di f in modo da abbassare il grado
dell’equazione f = 0.

Poniamo v = p2 =x24 yz, 0 < v < 16. L'equazione ridotta e

px(v) = 4(v — x)® — 270% = 0,

polinomio di terzo grado in v, sotto la condizione v > x2.

Esplicitando la variabile x, otteniamo x = v — 3v2/3 /3/4, sotto la condizione v > x2.

Poniamo h(v) = v — 30*/3/+/4 e studiamo la funzione x = h(v), nel dominio 0 < v < 16
con la condizione v > h?(v).

(a)

(b)
(©

(d)

(e)

(f)

(8)

Si ha h'(v) = 1 — 213 /91/3 che si annulla solo in v = 2 (punto di minimo assoluto, lo
si vede osservando che la derivata seconda e positiva). La funzione & e strettamente
decrescente per 0 < v < 2 e strettamente crescente per 2 < v < 16.

Un valore x = h(v), 0 < v < 16 & accettabile solo se v > x2, ossia se —/v < x < /7.
Siha h(v) = 0 per v = 0, v = 27/4. Osserviamo che 0 < 2 < 27/4 < 16, quindi h &
negativa in ]0,27/4] e positiva in |27/4, 16|.

Il massimo valore di v & 16, quindi il massimo valore di /1(v) & h(16) = 4 e tale valore &
accettabile perché —1/16 < 4 < 1/16. Pertanto ritroviamo che il massimo valore delle x
in modo che f(x,y) = 0 abbia soluzione & 4. Come gia visto, si ha che f(4,y) = 0see
solosey = v — h*(v) conv = 16,da cuiy = 0.

Determiniamo il minimo valore delle x = h(v) in modo che f(x,y) abbia soluzione. Il
minimo di & & raggiunto in v = 2. Osserviamo che 1(2) = —1e —/2 < —1. La funzione
—+/v & strettamente decrescente, mentre per v > 2 la funzione h(v) ¢ strettamente cre-
scente. Quindi per 2 < v < 16 si avra sempre —+/v < h(v) = x. In particolare si ottiene
che (x,y) € I implica necessariamente x > —1 e quindi che —1 & il minimo assoluto
della funzione x vincolataa I

Risolvendo f(—1,y) = 0 si ottiene 5 — 6y> — 3y* + 4y° = 0. Posto t = y?> si ha 5 — 6t —
32 + 4t3 = 0. Cerchiamo radici tra i divisori interi di 5, ossia 1, +5. Si ottiene che 1
¢ radice accettabile. Dividiamo allora 5 — 6t — 3t + 4t° per x — 1, si ottiene 4> + t — 5.
Tale polinomio ammette radici 1 e —5/4. Le radici negative non sono accettabili. Si ha
f(—1,y) = 0seesoloset=y?>=1,quindiy = +1. Poiché d,f(1, £1) # 0, possiamo
esplicitare la x in funzione della y in questi due punti.

Studiamo il segno dell’espressione h(v) — /v per 2 < v < 16. La derivata di tale
espressione e strettamente negativa, essa € positiva in 2, quindi si annulla in un unico
punto. Come visto sopra, tale punto & 4. Quindi per 2 < v < 16 tutti i valori di h(v)
sono accettabili.

Se 0 < x < 4 allora esiste un unico v tale per cui h(v) = x, quindi per xo > 0 fissato
I'equazione f(xg,y) = 0 ammette due soluzioni y simmetriche rispetto all’asse delle
ascisse y = ++/1 — h?(v).

In generale, poiché / possiede un unico minimo assoluto in 2 ed & strettamente mono-
tona in [0,2] e [2,16], per ogni —1 < x < 0 esistono al pitt due valori di v accettabili,
quindi esistono al pitt quattro valori di y tali che f(x,y) = 0.

Cerchiamo i massimi di y? vincolati a I. Si ha y> = v — h?(v). La derivata & 1 —
2h(v)H (v) = 5v/20%/3 — 20 — 3-2%/3y/v + 1. Sappiamo che un estremale per y> & rag-
giunto in x = —1/2 e vale 0, quindi deve essere raggiunto per v = 1/4. Pertanto

1 —2h(v)h'(v) e divisibile per vy = 1/4.
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Poniamo p(v) = 5v/20%/% — 20 — 3 -22/3y/v + 1. Sappiamo che p(1/4) = 0. Posto
v = 213, si ottiene p(t) = —4+° + 10> — 6t + 1 e sappiamo che 1/4 = 213 & soluzione da
cui t = 1/2. Quindi il polinomio p(t) & divisibile per t — 1/2. Eseguendo la divisione,
si ottiene —2 + 8t — 42, che ammette come soluzioni t = 1/ 22+ \ﬁ), da cui si ricava
v =1/4(2—V2)3%, 00 = 1/4(2 4+ V2)3.

Sihaxg = h(vy) = —1/2,x1 = h(vy) =1/2—1/v/2, x2 = h(v2) = 1/2 + 1/+/2. Poiché
xp > 0, esiste solo un y > 0 tale che f(x,, £y) = 0. Si ha

yi = Joa —h2(vy) = \/17/4+3V2 = \/17/4+3ﬁ+2—2= \/9/4+3\f2+2
= \/(3/2+\f2)2=§+\f2,

ey, = —y,, ed essi sono massimi assoluti per y? vincolata a I'.
3
Per quanto riguarda vy, si ottiene y; = /v —h2(v) = V17/4—-3V2 = 5~ V2e
- +
Yo ="

Questo termina lo studio qualitativo:
(a) I' e inscritto nel rettangolo

Q:=[-1,4] x —g+\fz,%+\fz .

(b) Se 0 < x < 4, abbiamo due rami simmetrici rispetto all’asse delle ascisse. Il ramo
nel primo quadrante passa per (0,31/3/2), raggiunge il suo massimo nel punto 1/2 +

1/v/2 = (1 ++/2)/2 e tale massimo vale % + /2, poi decresce fino al punto (4,0) dove

si ricongiunge con il ramo simmetrico. Nel punto (4, 0) la tangente & verticale.

(c) Se —1/2 < x < 0 abbiamo quattro rami, due a due simmetrici rispetto all’asse delle
ascisse. I due rami a distanza maggiore dall’asse delle ascisse si ricongiungono ai rami
del primo e quarto quadrante. I due rami pit vicini all’asse delle ascisse passano per
(—1/2,0) e (0,0) e raggiungono il massimo della loro distanza dall’asse x nel punto

1/2—-1/2 = (1 —\@)/Zetalemassimovale % —2.

(d) Se —1 < x < —1/2 abbiamo quattro rami, due a due simmetrici rispetto all’asse delle
ascisse. I due rami del secondo quadrante passano entrambi per il punto (—1,1), uno
di essi si congiunge al suo simmetrico nel punto (—1/2,0), mentre l'altro si congiunge
al ramo a distanza maggiore dall’asse delle ascisse definito per —1/2 < x < 0. 1l
comportamento dei rami del terzo quadrante & simmetrico.

Utilizzando questi dati, si ottiene la rappresentazione in Figura 14.16.3.

Altro modo: utilizziamo la formula risolutiva per le equazioni di terzo grado. Poniamo p = v

Vap -3

3in

NS V4 cos 0, ottenendo v — %v = cosf. Postov = w+ B/w, w # 0, sostituendo e

moltiplicando I'equazione data per w?> si ha

3 3
,53-1—(3 2—22€3>w2+(3,3—22/3>w4—w3c059+w6:0

Posto B = 272/3, si ha quindi ’equazione

da cui w

w(’—w3c059+%:0,

3 1 +

= Ee 0 e quindi le sei radici

—-1/3 ,+i6/3 + —-1/3 ,+if/34+2m/3 + —1/3 ,+if/3+4m/3
-2 /e’/, 2/el/+”/, —1/3,%i0/3+4n/3

+ — —
wl w2 — w3 =
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Ma allora si hanno le sei soluzioni
vE(0) = 2713 (eHi0/3 4 o Hi0/3)
05 (0) = 2%/3cos(£0/3+27/3),
03 (0) =22/%cos(+£0/3 + 47/3) = 2*/* cos(+6/3 — 271/3).
Elevando al cubo ciascuna di queste espressioni si ottiene un valore accettablle di p solo se l'argo-
mento e posmvo (ricordiamo che 6 € [0,27]). Per parita del coseno, v} £(-) generano lo stesso ramo
p1(0) = 4cos®(0/3), che & accettabile per 6 € [0,371/2], v5 (6) non & mai positivo per 6 € [0,27],
v, (+) genera il ramo p,(0) = 4 cos®(2%2) che & accettabile per 6 € [71/2,27]. v () non & mai po-
sitivo per 0 € [0,27], v, (+) genera il ramo p3 = 4 cos®(2%) che & accettabile per 0 € [7/2,27] e
coincide con p;(6). Osserviamo che p; si ottiene da p; mandando f in 271 — 6, ovvero con una sim-

metria rispetto all’asse x. Pertanto possiamo dare le equazioni parametriche v+ (6) = (x(0), £y(6))
dell’insieme ponendo

= 22/3 cos(40/3),

x(8) = 4cos® g cosf,

y(8) = +4cos® 2 sinf,
con 6 € [0,37/2]. Si ha quindi
0 0 60 6 40
. — 4 2 U . U v _ _ o U . 30
x(0) cos® 3 <Cos(951n 3 + cos 3 5in 9> 4 cos 3 55

0 460
y(0) C0s” 7 Cos —

Pertanto x(6) & decrescente in [0, 377/4] e crescente in [3/47,37/2], mentre il ramo y(6) per v (-) &
crescente per 0 € [0,371/8], decrescente per 6 € [371/8,97/8], crescente per 0 € [971/8,37/2], per
v—(-) & il simmetrico del precedente. Ricordando che

Q = Cos (g) = 2 cos? (g) -1,

2
da cui
T 1 . (Tt 1
os(§) = 5V24V2 () =5v2-v2
si ottengono i seguenti punti significativi (ordinati in base ai valori di 0):
Punto Descrizione
7+(0) (4,0) max ass. per la x(+), intersez. asse x,
3 1
Y+ (;) +2\f < + \f)) max ass. per la y(-) in 4
3
E 0, j:i intersez. con l'asse y
2 2
3

" (98” )
(%)

min ass. per la x(-)

intersez. con l'asse x
min ass. per lay(-) in 74

max rel. perla x(-) elay(-) in 4

ESERCIZIO 14.17. Studiare al variare di a € R il sottoinsieme di IR? definito da:
( x2 + ]/2 ) 2 2y2
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FIGURA 14.16.3. La curva 4(x2 4+ 12 — x)3 = 27(x% + y2)2.

SVOLGIMENTO. Se a = 0 l'insieme si riduce all’origine. Sia a # 0. Poniamo f(x,y) = (x* +
)% — 4a?x%y2. Si hanno simmetrie rispetto agli assi cartesiani, all’origine e alle bisettrici. Calcoliamo

f(pcosh,psinf) = p® — 4ap* cos Osin @ = p*(p? — 4 sin® 26).

L’insieme (al pii1 con la possibile esclusione di (0, 0)) & rappresentato da p? = a? sin®20. La condizio-

ne p > 0 & sempre vera. Per § = 77 si ottiene anche p = 0. Quindi p(0) = |a|| sin 26| rappresenta 1'in-
sieme. Si ha che p e limitato, e il suo valore massimo accettabile viene assunto per 6 = /4 +km/2,
k=1,2,3,4evale |a]. Quindil'insieme & compatto e contenuto nella palla centrata nell’origine di rag-
gio |a|. Tale palla & tangente all’insieme nei punti (|a|v/2/2, |a|v/2/2) e nei i suoi simmetrici rispetto
agli assi. Si ha inoltre che |sin(2(6 + 71/2))| = |sin(20 + )| = |sin(260)]|, quindi l'insieme & inva-
riante per rotazioni di 7r/2. E quindi sufficiente studiare I'insieme per 0 < 8 < 71/4, e poi ricostruire
tutto sfruttando le simmetrie rispetto agli assi. Calcoliamo massimi e minimi di x(6) = p(6) cos 6 per
0 < 6 < /4. Siottiene x(#) = |a| sin20 cos @ = 2|a|sin f cos? § = 2|a|(sin @ — sin> f). La derivata di
questa espressione ¢
%(0) = 2|al cosO(1 — 3sin?0).

Tale derivata ¢ nullain 0 < 6 < 77/4 se e solo se sin@ = 1/v/3 e cos® = /2/3. Quindi il valore
massimo relativo e assoluto di x vincolato a § & assunto in x* = p* cos 8* = p(6*) cos 6* = |a|4/(3+/3).
Calcoliamo p*sinf* = |a|(2/3)3/2. Consideriamo quindi il punto P = (|a|4/(3V/3), |a|(2/3)%/?)
e tutti i suoi simmetrici ripetto agli assi e alle bisettrici. Tali punti si dividono in due categorie: i
punti (£|al4/(3v/3), £|a|(2/3)%/?) con tutte le combinazioni possibili di segno sono punti a tangente
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verticale, i punti (+|a|(2/3)3/2, 4|a|4/(3+/3)) sono punti a tangente orizzontale. Per 0 < 6 < 6* si
ha che y(0) e x(0) sono entrambe strettamente crescenti, e non vi sono punti a tangente orizzontale
o verticale, quindi il ramo di I' dato dai punti (x(0),y(6)) ,0 < 6 < 6* & grafico di una funzione y =
¢(x) strettamente monotona, questa Per 6* < 6 < 7/4, vi & un’unico punto a tangente orizzontale
e non vi sono punti a tangente verticale. In questo intervallo x(6) & decrescente e y(6) & crescente.
Le parti rimanenti del grafico si costruiscono per simmetria. L'insieme & costituito da quattro petali
passanti per 1’origine. In Figura 14.17.4 il caso a = 1.

Y
3/2 3/2
@ g) | A7)
_ -
3/2 3/2
D (—4 (3) B (A (3
X
B'=-B D'=-D
N _
\ \
A=A C'=_-C

FIGURA 14.17.4. La curva (x? +y?)% = 4x?y>.

ESERCIZIO 14.18. Si consideri il sottoinsieme I di IR? definito da:
r:= {(x,y) € R?: (ex2+y2 —x* = y2> (x + y2)2 — 12y (x* —?) = O} .
Si richiede di:

(1) esprimere I' in coordinate polari piane.

(2) dire se I' & chiuso, e se I' € compatto.

(3) provare che I interseca la circonferenza centrata nell’origine e di raggio 1/2 in 8 punti distin-
tiP,i=1,...,8. Siscrivano poi le rette tangentir;, i =1,...,8,al'neipunti P;,i =1,...,8
e si dica se I' definisce implicitamente una funzione y = ¢(x) in un intorno di ciascuno di
tali punti.

(4) Si studino massimi e minimi assoluti della funzione k(x,y) = x? + y? vincolata a T
(5) Facoltativo: si tracci un grafico qualitativo di I', motivandolo accuratemente.



14. Integrali multipli 115

SVOLGIMENTO. Poniamo f(x,y) = (exZWZ —x? — yz) (x* + y2)2 — 12y? (x® — y?). Osserviamo
che f(—x,y) = f(x,—y) = f(x,y), pertanto 'insieme & simmetrico rispetto agli assi. In coordinate
polari si ha

2

0= f(pcosh,psinfh) = (ep — pz) p* —120%sin? 0 (cos2 6 — sin20)

2

* (e — p* —12sin? 0 (cos® § — sin® 6))

2
46‘0

o

ot (ep2 — p* —125sin? 6 (1 — 2sin? 9))

0 ( —p2—12sin29cos(29))

=t (ep2 — 0% —12(1 — cos?0)(2cos* 6 — 1)) .

Per dividere per p* & necessario porre p # 0, cid potrebbe portare ad escludere I'origine (che perd ap-
partiene a '), a meno che non si provi che esiste 6y € [0, 277] tale per cui e?” — p? — 12 sin” 6y cos(20y) =
0 sia soddisfatta prendendo p = 0. In questo caso infatti possiamo dividere per p* e ’espressione ri-
manente continua a comprendere I'origine. Si deve quindi avere 12 sin® 6y cos(26y) = 1. La funzione
p(0) = 12(1 — cos?0)(2cos? § — 1) & continua e quindi la sua immagine p([0,27]) & un intervallo. Si
ha p(0) = p(27) = 0, studiamo p(-) ponendo v = cos? 0.
% 0) = 2 (1201~ 0)(20 - 1)
= 12(3 — 40) [p—cos24(—2 cos O sin 6) = 12(4 cos® 6 — 3) sin 26.

d
|[v=cos?6 40 cos”

Si ha quindi che p(0) = 0 in [0, 277] per sin 260 = 0 oppure cos 0 = j:\f, quindi per

0 e Ozn§nzzlln§nzn
12/ /2 /4/6/ ’6,

11 5 7
. Il massimo di p(-) & quindi raggiunto per 6 € {Z, gn, 67{, 671} e vale 3/2, mentre il minimo di

p(-) e raggiunto per 6 € {7r/2,37/2} e vale —12. Cio implica che p([0,27]) = [—12,3/2] e pertanto
esiste sicuramente 6y tale che p(6y) = 1, e pertanto 'insieme ¢ rappresentato da:

r:= {(PCOSG,psinG) L et —p*=p(0),p>00c¢c [0,2%]}.

La funzione f & continua e I' = f~1(0), pertanto T & controimmagine di un chiuso mediante una
funzione continua, quindi e chiuso. Inoltre si ha e’ — p?> = p(0) < 3/2, pertanto p deve essere
limitato infatti e?” — p*> — +o0 se p — +oo. Quindi I'insieme & compatto. Studiamo le intersezioni
con la circonferenza centrata nell’origine e di raggio p = 1/2. Cio implica

p(0) = e/t —1/4.

Posto v = cos? 6, dalla precedente si ottiene 1’equazione
1
(1-0)(20-1) = = (Ve— 1),
12
con la condizione 0 < v < 1, da cui
1

:24<18— 6(7—4{*/5)), vz=214<18+\/m>-

Proviamo che le radici sono reali ed entrambe accettabili (ovvero 0 < v; < v < 1). Siha7 —4{/e > 0
se e solo se 74 > 256¢, ovvero se e solo se 492 = (50 — 1)2 = 2500 — 100 + 1 = 2401 > 256¢, e cid

(%1
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e senz’altro vero perché e < 3, quindi 256e < 3-256 < 2401, quindi le radici sono entrambe reali.

Essendo poie > 1,siha7 —4y/e <7 —4 =3,dacui /6 (7 —4vy/e) < /18, pertanto

—v2 18—+/1
<6 \f<8 ﬁ<01

18++v18 6+ V2
8 2% < - <L

0 24 8

< Uy

in quanto ﬁ < 2.
Dovendo essere 0 < v < 1, entrambe le radici sono accettabili, e quindi ricordando la definizione
di v si ottiene peri = 1,2

cos® = /v; cos® = —,/v;
sinf = V1 —cos26 = /1 —v; sinf = /1 —cos2f = /1 —v;

cos® = —,/v; cos0 = —,/v;
sinf = —v/1 —cos?26 = /1 —v; sinf = V1 —cos?6 = /1 —v;.

Ricordando che p = 1/2, moltiplicando per p le relazioni precedenti si ottengono le coordinate delle
otto intersezioni richieste:

P, (;\/3\/2(74%),;\/1“/1(74%) ,

(oY

P2<;\/3+\/2(74{‘/E),;\/1\/2(74\4/5) ,
pg(;\/ _,/2(7_4%),N1+ %(7_4%) ,

P, (—;\/B-I-\/é (7-4\%),;\/1_ \/% (7_4%))

e isimmetrici Ps = —P;, Py = —P,, P, = —P;3, Ps = —P4.
Osserviamo che, indicate con (x;,y;) le coordinate di P;, i = 1,...,8, si ha xi2 + yz-z = 1/4 (per
I'appartenenza alla circonferenza di raggio 1/2), e inoltre xi2 — yl.z = 2014—_1 peri = 1,3,5,7, mentre

x?—y? =22l peri=2,4,6,8.
Il gradiente di f e dato da

Vixy) = (9f(x,y),0,f(x,y)),

dove
oxf(x,y) = (2xe"2+y2 - 2x) (x2 + ]/2)2 +4x <€x2+y2 —x% - yz) (x2 + ]/2) — 24x1?,
dyf(x,y) = —24y <x2 — yz) + 4y (ex2+yz —x? - yz) (xz + yz) + <2yex2+y2 - Zy) (xz + yz)z + 241,

Sostituendo la relazione x% + y2 =1/4validainogni P;,i=1,...,8,siha

V(D) = <Zx (—64y* +3ve—1), gy (—64x* + 128y + 3v/e — 1)> :
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A questo punto distinguiamo due casi: peri =1,3,5,7 si ha xi2 =uv/4de yz-z = (1—101)/4, invece per
i=2,4,6,8sihax? =vy/4ey? = (1—10;)/4,dacui
3 3 .
<8 (1601 +3v/e —17) x;, 3 (—48v1 + 3v/e + 31) yi> ,i=1,3,5,7,
V() =
3 3 .
<8 (1602 +3V/e — 17) X;, 3 (—4802 +3e+ 31) yi> ,1=2,4,6,8,
31+ 3+/e
Post = —
osto ¢ 18

dispari 0 v, = ¢ per i pari. Sihachey; # O perognii = 1,...,8, e inoltre sia v1,v, # ¢ in quanto ¢
non soddisfa I'equazione

, la derivata rispetto a y si annulla in P; solo se y; = 0 oppure se v; = ¢ per i

(1—w@v—nz,é<¢g_i>

che definisce v e v5. Si ha infatti

1&1—5ﬂ%>4)—<@%—1>:w;(m3—aw@—9¢@>w;(m3—aW€—9¢@

1 (143 1 7
‘@@%Q@iﬁywﬁﬁé_%_ﬂ)

e tale numero e strettamente positivo perché

7\? 28 49
2- L) =424 oy 13,
< 75) 75 T 752 7 3

Quindi d,f (P;) # O perognii = 1,...,8, quindi per il teorema di Dini per ognii = 1,...,8 & sempre
possibile esplicitare y = y(x) da f(x,y) = 0 in un intorno di P;. Inoltre I'equazione della tangente a
P;(x;,y;) & data da

_ of(P)

y_yl_ ayf(Pi)(x_xi)ll:1/°"/8/

ovvero

(160 +3/e —17) x; .

—Y; = — — i)y :1/3/5/7/
YTV T e 1 ade 3y 0 )
(160, 4+ 3y/e —17) x;

—480vy 4+ 3y/e +31) y;

(x—1x;),i=2,4,6,8,

y-Vyi= -
(

In coordinate polari si ha /(o cos 6, psin ) = p2. Dobbiamo quindi studiare i massimi di p? vincolati
ael — p? = p(0). Osserviamo che tale espressione definisce implicitamente p in funzione di 6, infatti
posto g(p,0) = e’ — p2 — p(6) si ha doq(p,0) = 20(e” — 1), che per p > 0 & sempre positiva. Poiché
l'insieme contiene 1’origine, 1’origine ¢ il punto di minimo assoluto vincolato di #(-) aT' e 1(0,0) = 0.
Per quanto riguarda i punti critici, poiché

d o 2q(p(8),0) _ —p(6)
" %q(0(6),0)  2p(er” — 1)

si ha che p(6) = 0 se e solo se p(0) = 0, inoltre poiché il denominatore & positivo, si ha che il segno
di p(-) & lo stesso di p(-), pertanto i punti di massimo di p(-) sono gli stessi di quelli di p(#). Essi

V31
272

corrispondono quindi ai punti +p e ai loro simmetrici rispetto agli assi, dove p & l'unico

punto tale che e’ — p? = 3/2.
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In prima approssimazione siha 1/2 < p < 1. Per trovare un’approssimazione migliore, poniamo
t = p? > 0 e utilizziamo lo sviluppo di ¢’ fino al terzo ordine, ottenendo con resto nella forma di
Lagrange per t € [1/2,1]

B IS S SR SO L L
27276 27 272 "6 24

Il membro di sinistra ¢ positivo per t = 8/9, pertanto lo ¢ anche quello centrale, e pertanto p <
V/8/9 = 21/2/3. D'altra parte il membro di destra & negativo per t = 7/9, pertanto lo & anche quello
centrale, e pertanto g > 1/7/3. Si conclude che v/7/3 < p < 2v/2/3.

Per tracciare un grafico qualitativo di I' si procede nel modo seguente. Osserviamo che p +—
e — p2 e strettamente crescente per p > 0, quindi la sua inversa e ancora strettamente crescente.
Inoltre si ha p > 0 se e solo se &’ — p2 > ¢ —0 = 1. Pertanto il dominio di p = p(6) & dato da

D := {6 € [0,27r] : p(8) > 1}. Posto v = cos? 0, la disequazione p(6) > 1 porge i(9 —3) <

1 . . . . .
cos? 0 < ﬁ(9 + v/3). Restringiamo lo studio al primo quadrante, 'insieme pud essere ricostruito

negli altri quadranti per simmetria. Pertanto nel primo quadrante I'insieme ¢ presente solo nel cono
delimitato da

X1 := arccos (; ;(9 \/5)) <0<a :arccos< (9—1—\[))

e p(a1) = p(a2) = 0. Osserviamo che a1 < 71/6 < a; e non vi sono altri massimi di p(-) nel primo
quadrante compresi tra a7 e ap. Pertanto p(6) & strettamente crescente in [a1, 71/6] e strettamente
decrescente in [77/6, a3]. L'insieme ha l’aspetto di un quadrifoglio con un petalo in ogni quadrante
contenuto nel cono delimitato dagli angoli a; e a e dai coni simmetrici rispetto agli assi. Il mas-
simo della distanza dall’origine e raggiunto in corrispondenza dell’angolo 71/6 e nei punti ad esso
simmetrici rispetto agli assi.

ESERCIZIO 14.19. Sianor,R > 0, R > r. Posto
DR ={(x,y) eR*: x>0,y >0, <x*+y*> <R?},

si calcoli
x2+y
li dxdy.
ri>r(1)’Er DR XZ +]/ ey
SVOLGIMENTO. Indichiamo con f, la funzione integranda. In coordinate polari, si ha
DR ={(p,0): r<p<R,0¢€(0,7/2]}
La funzione integranda e
f(pcosb,psin®) = sinbef /p,
per cui, essendo il determinante Jacobiano della trasformazione pari a p, si ha:
ye\/x2+y2 n/2 R 71/2 R R
/ ﬁdxdy:/ / sinGePddeZ/ sin9d6-/ efdp=e"—¢.
DR X°+VY 0 r 0 r
Per cui il limite richiesto vale e® — 1.

ESERCIZIO 14.20. Trovare (se esistono) il massimo e il minimo assoluti nel piano della funzione

2_x2y2
flxy) = W-
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SVOLGIMENTO. La funzione assegnata ¢ definita su R2. Pur essendo continua su R?, I'esistenza
di massimi e minimi assoluti non & garantita, poiché R?> non & compatto. Utilizziamo coordinate
polari, ottenendo
: 2 —p*cos?fsin’0 8 — p*sin?(26)
<(p,0) = f(pcosh,psinf) = g = 107 .

Per 6 € [0,27], il minimo di sin?(26) & raggiunto in § € ©; = {0, 71/2, 7r,37w/2} e vale 0, mentre il
massimo & raggiunto per 0 = @, = {7r/4,37t/4,57t/4,77/4} e vale 1. Pertanto

8 —p* 2
81(p) =~ = 8(0.0) < g2(p) := 5.

La prima disuguaglianza & soddisfatta come uguaglianza preso € ©; e la seconda disuguaglianza
¢ soddisfatta come uguaglianza preso 6 € ©;.

La funzione ¢1(p) tende a 0 per p — +o e ¢1(0) = 2. La sua derivata & ¢'(p) = e *(p* —
p® — 8) e si annulla se e solo se p* — p> —8 = 0. Cercando soluzioni tra i divisori interi di 8, si
ottiene che ¢’(2) = 0. Studiamo l'andamento di p + p* — p* — 8. Tale funzione ammette limite
+oo per p — =oo e la sua derivata si annulla in un unico punto p = 3/4, che & di minimo. In
particolare, & decrescente in [0,3/4] e strettamente crescente in [3/4, +-oo[. Poiché vale —8 per p =
0 ed & decrescente in [0,3/4], non pud annullarsi in [0,3/4]. D’altra parte, essendo strettamente
crescente in [3/4, oo pud annullarsi in un unico punto e si annulla in 2, come gia visto. In definitiva,
g1(p) = 0 per p > 0se e solo se p = 2. La derivata seconda in p = 2 vale 20/¢® > 0, quindi tale
punto & di minimo. Pertanto g1(p) > g1(2) per ogni p > 0. Ma allora g(p,0) > g1(2) = g(2,6*) per
ognip > 0,0 € [0,27], 0* € ;. Quindi i minimi assoluti di § sono assunti nei punti (p cos 6, psin @)
conp =2ef € Oy, ovveroin (iﬁ, j:ﬁ) con tutte le combinazioni possibili di segno. Il valore del
minimo & e 42,

La funzione g>(p) tende a 0 per p — +o0 e g»(0) = 2. Tale funzione ¢ strettamente decrescente,
quindi il suo massimo in [0, +c0] & raggiunto per p = 0. Ma allora g(p, 0) < £2(0) = 2, quindi l'unico
punto di massimo assoluto & I'origine, il valore del massimo e 0.

ESERCIZIO 14.21.
(1) Simostri che la seguente funzione:

f(x,y) =log <arctan (e(x2+y4)3> + 1)
ha un minimo relativo in (0, 0).

1
(2) Mostrare che la funzione f(x,y) = p + v ammette estremi assoluti sull'insieme

1 1
Ea:{(x/y)EIRzixz‘Fzzazrx#oly#o}l a>0.

y
(3) Si determinino gli estremi di f(x,y,z) = x> + y* + z? sotto la condizione x + y +z + 1 = 0.
(4) Si determinino gli estremi di f(x,y,z) = (x +y + z)? sotto la condizione x* + 2y* + 3z> = 1.

SVOLGIMENTO.
(1) Posto v = x? + y*, osserviamo che la funzione v log (arctan (e”3> + 1) € composizione

di funzioni strettamente crescenti. Pertanto se v > 0, il minimo & assunto per v = 0, ovvero
se x> + y* = 0 quindi x = y = 0.
. . o1 1 1 )
(2) Osserviamo che per ognia > 0 se (x,y) € R* soddisfa — + — = — allora necessariamente
X2y a
. 1 1 o . L
si ha 2 < Pl quindi |x| > a e analogamente |y| > a. Poniamo quindiu = 1/xev = 1/y.
Posto allora

1
F, = {(u,v) e R?: u2+02:az},
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11
si ha che (u,v) € F, se e solo se (u' v> € E,. Pertanto dobbiamo studiare g(u,v) =

11 ) . . . . . N
f (u' v> = u + v vincolata a F,. Tale funzione & una funzione continua di (u,v) e F, &

compatto, per cui ammette massimo e minimo assoluto, pertanto lo stesso vale per f su E,.

. . 1 1 . .
F, pud essere parametrizzato ponendo u = — cosf), v = —sin 6, da cui
a a

h(f) =g (icos@,isin@) = %(cos@—}—sine) = ?cos (g_ g) )

Quindi il massimo assoluto é raggiunto per 6 = /4, ovvero u = v > 0, e il minimo assoluto
e raggiunto per 6 = 571/4, ovvero u = v < 0. Si ha allora il massimo per x =y > 0O eil
minimo per x = y < 0, da cui, sostituendo nell’equazione del vincolo, x = y = +/2a per il
massimo, e x = y = —+/2a per il minimo. Il valore del massimo & 2+/24, il valore del minimo
& —2v/2a.

Posto g(x,y,z) = x +y+z+ 1 e osservato che Vg # 0, applichiamo il metodo dei molti-
plicatori di Lagrange, quindi si ha Vf(x,y,z) = AVg(x,y,z) da cui 2(x,y,z) = A(1,1,1).

Pertanto 1'unico estremale e il punto P = 5(1, 1,1), dove A va determinato in modo che

tale punto soddisfi ¢(P) = 0. Percid A = —2/3. Geometricamente, si ottiene che —(%, %, %)

e il punto del piano di equazione x +y +z + 1 = 0 di distanza minima dall’origine: per
provarlo, ¢ sufficiente osservare che il vincolo pud essere esplicitato come z = —(1+ x +y),
dacuih(x,y) = f(x,y,—(1+x+vy)) = x> +y*> + (1 + x + y)?, da studiare per (x,y) € R2.
Siha Vh(x,y) = 2(1 +2x +y,1+ x + 2y), che si annulla solo se x = y = —1/3. La matrice
Hessiana dihin (—1/3,—1/3) e paria Hess(—1/3,—-1/3) = <L21 i ,
per il criterio dei minori principali. Pertanto (—1/3, —1/3) & minimo relativo per / e quindi
—(1/3,1/2,1/3) & minimo relativo per f. Proviamo che & di minimo assoluto utilizzando
coordinate polari centrate in (—1/3, —1/3), quindi

che é definita positiva

h(—1/3+pcosh, —1/3+psinf) = pzsin29+2p2+%

= (2 —sin20)p*+1/3>1/3 =h(-1/3,-1/3)

con uguaglianza se e solo se p = 0. Pertanto (—1/3, —1/3) & minimo assoluto per / e quindi
—(%, 3, %) @ minimo assoluto per f vincolatoa x +y +z + 1 = 0. La funzione f non ammette
punti di massimo vincolati, infatti il punto (x, —x, 1) soddisfa g(x, —x,1) = O perogni x € R,
esiha f(x, —x,1) = 2x? + 1. Percid mandando x — +oco si ha f(x, —x,1) — +oo
La funzione é continua e il vincolo compatto, quindi massimo e minimo assoluti vincolati
esistono. Posto ¢(x,y,z) = x> +2y* + 322 — 1siha che Vg(x,y,z) seesolosex =y =z =0,
ma g(0,0,0) # 0, quindi possiamo applicare il metodo dei moltiplicatori di Lagrange otte-
nendo Vf(x,y,z) = AVg(x,y,z) dacui2(x +y+2z)(1,1,1) = A(2x,4y, 6z). Distinguiamo
due casi:

(a) Se A = 0 si ottiene x + y + z = 0 da intersecare con x? + 2y> + 3z> = 1, pertanto si ha

4x2 + 6xy + 5y = 1, da cui tutti i punti dell’ellisse

3\* 11
2x + = —y>=1
<x+2y>+4y ,
x+y+z=0.

Su tali punti f si annulla e poiché f > 0, tali punti sono di minimo assoluto.
(b) Se A # 0, dividendo per A si ottiene 2x = 4y = 6z, da cui x = 2y e x = 3z. Sostituendo
nell’equazione del vincolo si ha g(x,x/2,x/3) —1 = 0 solo se x = £+/6/11, da cui gli
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estremali /%(1,1/2,1/3). Tali punti sono di massimo assoluto e il valore di f su tali
puntie 11/6.

ESERCIZIO 14.22. Calcolare l'integrale doppio

I = //Difz-(x,y) dx dy

esteso al dominio D; nei casi seguenti:

(1) D; elasemicorona circolare di ordinate non negative che ha centro nell’origine e raggi 2 e 3,

e filx,y) = /X2 +y%

(2) Dy e il triangolo che ha per lati le rette di equazioniy = x, y = —x, x = 1, e fo(x,y) =
2
x
x2 +y?’
- 2:0<x<1,0<y< - Y .
B)Ds3={(x,y) eR*: 0<x<1,0<y<1}ef3(x,y) T2y

(4) Dy = B((1,0),1) \ B((0,0),1) N {y > 0} e fa(x,y) = x* + y*.

SVOLGIMENTO.
(1) Utilizziamo coordinate polari, si ha

Dy = {(pcos@,psinf): 2<p<3,0 €[0,n]},

fi(pcos@,psinb) = p,
dxdy = pdp, do,

o3 19
— 2 —
11—/0 /2 Y dpdg— 371'.

(2) Si ha che D, ¢é il triangolo i cui vertici sono dati dalle intersezioni due a due delle rette
assegnate. Pertanto ¢ il triangolo di vertici (0,0) (intersezione diy = x ey = —x) e di
(1, £1) (intersezione di y = +x con x = 1. Pertantosiha0 < x <1le —x <y < x, da cui

1 x X2 1 yex - -
I :/0 (/_x W) dy dx :/0 [xarctan(y/x)],—_, dx = E/0 xdx = T

(3) Siha

1+xy B 1 —
b= //01+xy 4y = // 1+ xy dXdy—/Olog\1+xy|x:Ody

:/ log(l—i—y)dyz/ logtdt = [tlogt — t]i=2 = 2log2 — 1.
0 1

(4) Siha

={(xy): (x-1?+y <L 22 +y* 21,y >0}
={(x,y): 0<x*+y*><2x,y >0}

= {(pcosh,psinb): 1 <p <2cosb, 6 €[0, ]}
2

fa(pcos@,psinb) = p*,
dxdy = pdp, db,
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La limitazione 1 < p < 2cosf impone 0 < 6 < 71/3. Si ha

/3 2cosf /3 /3 (it 4 p—if 4 -
4—/ (/ pdp>d9—4/ []pl 9_4/0 (2 >d9—12

_ /”/3 1 i o, —i(d—me g9 _ 7T _ 1/"/3(48—21'9+4€2ie+e—4i9+e4ie+6)d9_
0 24 12 4 Jo

12
/3
= E/ (4 cos(26) + cos(46) +3) do — T 77\/5 + 5w
0

p=2cos 0

12 16 12°

ESERCIZIO 14.23. Dopo averne stabilito 1'esistenza, calcolare eventuali massimi e minimi assoluti
della funzione f : R? — R definita da f(x,y) = 3y — 4x sull'insieme

D = {(x,y) e R?: Y > cosx, x2+y2§37t2,—g <x< g}

SVOLGIMENTO. L’insieme D é chiuso e limitato, quindi compatto. Poiché f e continua, ammette
su di esso massimo e minimo assoluto. D & costituito dalla regione di piano compresa tra i grafici

diy = vV3n2 —x2 ey = cosx per x € [—m/2,71/2]. Le curve di livello della funzione f sono date
dalle rette di equazione 3y —4x = ¢, ¢ € R. Consideriamo l'intersezione P; tra y = +/37m% — x?

ex = —mnt/2. Siha P, = (—7; Viin

3y —4x = (3\/> +4). Proviamo che D ¢ contenuto nel semispazio 3y — 4x < (3f +4). Atal
proposito & suff1c1ente provare che per |x| < 71/2si ha

hy(x) := 1[4x+ (3\ﬁ+4}2\/3n2_x2:

3
Poiché hi(—m/2) = hy(—m/2), & sufficiente mostrare che ] (x) > h)(x) per |x| < /2. Sihahj(x) =

4/3 e hh(x) = _mzix—xz' Osservato che 1 (x) < 0, si ha che I (x) < hy(—m/2) = 1/3/11 < 4/3

per ogni |x| < 7r/2. Quindi effettivamente 111 (x) > hy(x) per ogni x € [—7/2, 7w/2], e I'uguaglianza
vale solo in x = —7m/2. Consideriamo l'intersezione tra y = cosx e x = /2. Si ottiene il punto
P, = (71/2,0). La curva di livello di f passante per P, ha equazione 3y — 4x = —27. Proviamo che D
& contenuto nel semispazio 3y — 4x > —27t. A tal proposito & sufficiente provare che per |x| < 77/2
si ha

). La curva di livello di f passante per P; ha equazione

Jiy(x) = cos x > %(Zx C ) = ().

Poiché h3(7w/2) = hy(7/2), & sufficiente mostrare che h4(x) < hj(x) per |x| <
—sinx < 4/3 = hj(x) per ogni |x| < 71/2. Quindi effettivamente h13(x) > h
[—7/2, /2], e 'uguaglianza vale solo in x = 71/2. Pertanto

DC {(x,y) ER?: —27m < f(x,y) < g(B\/ﬁ—i—ﬁl)}.

7t/2. Siha hj(x) =
4(x) per ogni x €

L'intersezione di D con f(x,y) = —2m & data dal solo punto P,, che quindi & di minimo assoluto
vincolato, e l'intersezione con f(x,y) = g(B\/ll +4) e data dal solo punto Pj, che quindi & di

massimo assoluto vincolato.

ESERCIZIO 14.24. Posto A = {(x, y) €R?: — < <0, |x+y| < g}, si calcoli

2
I —// xsin®(x +vy) dx dy,
SVOLGIMENTO. Poniamo (#,v) = ¢(x,y) = (x,x +y).

A= {(p’l(u,v) cu€[-mn/2,0,ve [—71/2,71/2]} = ¢ Y ([-7/2,0] x [-71/2,7/2]).
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SihaJac(x,y) = G (1)>, |detJac ¢(x,y)| = 1. Posto ¢ = ¢!, dal Teorema della Funzione Inversa
si ha 1

/2 7.[3
I_/ / usinfododuy = ——.
/2 /2 16

ESERCIZIO 14.25. Calcolare

Allora

2 2

¥

(1) il volume sotteso dalla superficie di equazione z = f(x,y) con f(x,y) = 1/1+ 3 + 12 Per
2P
32 + o <1
(2) il baricentro della catenaria y = acosh(x/a), x € [=b,b],a,b > 0.
SVOLGIMENTO. )
(1) Posto D = {(x y) € R?: % + Z—Z < 1} e osservato che f > 0su D, si ha

V= //Vf(x,y) dx dy.

Parametrizziamo D in coordinate polari x = 3pcos, y = 4psin6, conp € [0,1],0 € [0, 27].
L’elemento d’area e 12p dp 46, e quindi

1 21 1
— 2 — — _
V—/O/O J1+p 24pdpd6—127r/0 VItidi=8(2v2-1)n

(2) Le coordinate del baricentro sono date da
b
/ (x,acosh(x/a)) - |(1,sinh(x/a))| dx
G = (Gx, Gy> = —b 5 ,
/ |(1,sinh(x/a))|dx
—b

in che implica Gy = 0, ricordando che sinh € una funzione dispari e cosh & una funzione
pari. Si ha poi

b 2 b 2
[ acosh(x/a) \/1+smh (x/a)dx B Lbcosh (x/a)dx

- b
/ \/1+ sinh?(x/a) dx i/ cosh(x/a)dx
—b

/bcosh (x/a)dx / 1+ cosh(2x/a)dx
R - b/a
/ cosh(t) dt / cosh(t) dt

b/a —b/a

Gy:

=b
bt [ Smh(z’c/”)} «» _ 2b+asinh(2b/a)
B 2sinh(b/a) dt ~ 4sinh(b/a)







CAPITOLO 15

Lezione del giorno mercoledi 16 dicembre 2020
Integrali curvilinei e formula di Gauss-Green (Durata 2")

ESERCIZIO 15.1. Sia a > 0. Calcolare I’area del cappio della curva di equazioni parametriche:

at
) = ——
x(t) 1437
t £ —1.
at?
v =15

SVOLGIMENTO. Consideriamo la funzione F : R\ {—-1} — R2:

a a 2
FO) = 0,90 = (15 1 )

Eseguiamo un rapido studio delle funzioni x(-) e y(-):
- Siha x(0) = 0, lim x(t) = 0, x(t) > O0set ¢ [—1,0], lim x(t) = Foo. Derivando,
t—+too ts 1=+
a(l—2#
x(t) = ( 3 2)
(1+1#)
x(t*) = V4a/3.

> 0seesoloset < 271/3 =: t* et # —1. In * si ha un massimo e

- Sihay(0) =0, lim y(f) =0, y(t) > 0set > —1, lim y(t) = £oo. Derivando, y(t) =
t—Fo0 1%

at(2 — 3)

(14 13)2

massimo y(t') = v/4a/3.

> 0seesolose0 <t < +v2=:t.In0sihaunminimo y(0) = 0ein # si ha un

Il cappio si ha se esistono t1,t, € RU {400}, t; < t; tali per cui F(t1) = F(t2) =: (%,7). Osser-
viamo che fissato < 0 esiste un unico f tale per cui y(f) = §. Pertanto non si pud avere un cappio
in cui la coordinata y sia strettamente negativa. Cio implica t > —1. D’altra parte, fissato ¥ < 0,
esiste un unico f tale per cui x(f) = %. Pertanto non si pud avere un cappio in cui la coordinata x sia
strettamente negativa. Cio implica ¢ > 0.

D’altra parte, fissato 0 < ¥ < v/4a/3 esistono due valori f; < t* < F, tali per cui x(F;) = x(F) =
%. Fissato 0 < § < v/4a/3 esistono due valori f; < #' < f, tali per cui y(f;) = y(f) = §. Pertanto
si dovra avere t; < t* < t' < t, per poter avere il cappio, in quanto ciascuna delle due variabili
deve poter essere generata da almeno due valori di t. Tuttavia per 0 < #; < t* < 1siha x(t;) >
y(t1) = tix(t1) e per t > t' > 1 si ha invece y(t2) = x(t2)t2 > x(t2). Quindi l'unica possibilita per
avere un cappio, ovvero x(t;) = x(f2) e y(t1) = y(t2), € che x(t1) = y(t1) = x(t2) = y(t2). Si ha che
x(t1) = y(t1) per 0 < t; < t* solose t; = 0. Ne segue (%,7) = (0,0). Risostituendo nelle uguaglianze
e osservando che t, # 0 si ha che il punto (0, 0) viene raggiunto asintoticamente per t — +o0, quindi
tp = 400 e il cappio & descritto dalla curva v = {F(t) : t > 0}.
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126 15. Integrali curvilinei e formula di Gauss-Green

A
4 4
at
x(t) = B )
V4a/3¢ P
V23 )
0ot F 2 4 g
21

Sia C la regione di piano circoscritta da tale curva. L’area del cappio e data da:

A://dd.
ny

Osserviamo che per le formule di Green, si ha:

f ey ix+ oty = [[ (525 ) aay,

dove P : R? - R, Q : R?> = R sono funzioni qualsiasi con derivate parziali continue in un aperto
del piano contenente C.

Nel nostro caso, determiniamo P, Q in modo tale che il membro di destra sia pari ad A. Una
scelta possibile & porre Q(x,y) = x, P(x,y) = 0. Si ha allora:

+°° teo gt at(2— 1) oo 2(2 — 13)
A={ xd / ) dt = / : dt = 2/ Pl g
%x y= o 1+ (1+13)2 “ Jo (14 13)3
teo 23 ) ‘oo D a* [t®3—u a?
S T
3/ 1+8)3 3o (1+s)3 sh e "M%

Pertanto ’area richiesta vale A = a%/6.

ESERCIZIO 15.2. Sia a > 0. Calcolare 'area del dominio racchiuso dalla curva di equazione
polare:

0% (6) = 2a* cos 2.
SVOLGIMENTO. Scegliamo come dominio per I’angolo 6 'intervallo [—7/2,3/27] (di lunghezza

27) . Osserviamo innanzitutto che dovendosi avere cos26 > 0, si dovra avere 0 € [—7t/4, 7t/4] U
[3/4m,5/4m] =: D. Inoltre p(—7m/4) = p(1t/4) = p(3/47) = p(5/41) = 0, quindi I'equazione data
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definisce nel piano cartesiano una curva chiusa 7y passante per l'origine. Sia C la regione di piano
circoscritta da tale curva. L'area di tale regione ¢ data da:

A://dd.
ny

Osserviamo che per le formule di Green, si ha:

ﬁ( (x,y)dx + Q(x,y) dy) = // (—y)ddy

dove P : R> - IR, Q : R? — R sono funzioni qualsiasi con derivate parziali continue in un aperto
del piano contenente C.

Nel nostro caso, determiniamo P, Q in modo tale che il membro di destra sia pari ad A. Una scelta
possibile & porre Q(x,y) = x, P(x,y) = 0. Ricordando che in coordinate polari si ha x(0) = p(6) cos 6,
y(0) = p(0) sin 6, si ha allora:

A= / ) cos(6 p '(0) sinf + p(0) cos 9) a6
/ ) cos( p '(0) sinf + p(0) cos 6) a6

=5 / ) sin 26 d6 + 24> / cos 20 cos? 0 do
D

N ; 2 .
—4/Dd9[p (0)]sin20d6 +a /DC0529 (cos26 +1)d6

= —az/ sin229d9—|—a2/ c05229d9—|—a2/ cos 20 d6
D D D

/4 /4 /4
= —az/ sin’ 26 do + a® / cos2 20 do + a? / cos20do0-+
—t/4 J—m/4 J—m/4

5/4mn 5/4m 5/4m
+ <—a2 / sin® 20 d6 + a* / cos®20d6 + a* / cos 20 d9> .
3/4m 3/4m 3/4m
Le funzioni integrande sono tutte periodiche di periodo 71, pertanto i loro integrali sull’intervallo
[3/47,5/4m] coincidono con i corrispondenti sull’intervallo [—7/4, 71/4]. si ha allora:

/4 /4 /4
A=2 (—az/ sin®26 do + az/ cos?20do + az/ cos 20 d@)
—mt/4 —/4 —/4

/4

= 2a2/ cos26do = 242,
—m/4

dove si e sfruttato il seguente fatto (si ricordi che cos(7m — a) = — cos(«)):

/4 /4 /4
/ sin? 2049 — 2/ sin?20 46 — 2/ cos (7t — 20) d6
—t/4 0 0

/4 /4 /4
= 2/ cos?(mr —20) do = 2/ cos?(20) df = / cos? 26 df.
0 0 J—m/4

Pertanto ’area richiesta vale 2a2.

ESERcCIZIO 15.3. Sia a > 0. Calcolare I'area del dominio racchiuso dalla curva di equazione
polare:
p(0) = a(1+ cos0).

SVOLGIMENTO. Si ha p(0) = p(27), quindi I'equazione data definisce una curva chiusa -y nel
piano cartesiano. Sia C la regione di piano circoscritta da tale curva. L'area di tale regione ¢ data da:

A://dd.
ny
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Osserviamo che per le formule di Green, si ha:

7{7( (x,y)dx+ Q(x,y)dy) = // (—‘f) dxdy,

dove P: R? —» R, Q : R?> — R sono funzioni qualsiasi con derivate parziali continue in un aperto
del piano contenente C.

Nel nostro caso, determiniamo P, Q in modo tale che il membro di destra sia pari ad A. Una scelta
possibile e porre Q(x,y) = x, P(x,y) = 0 Ricordando che in coordinate polari si ha x(68) = p(6) cos 6,
y(0) = p(0) sin b, si ha allora:

27
A= f xdy = / 6) cos 6 - p '(0) sinf + p(0) cos 9) a6
_az/ (14 cosB)cosb - (—sin26+(1+cosﬁ)cos(9) a6

27
1 + cos )% cos® 0 d6 — az/ sin?0(1 + cos 0) cos 8 d6
0

/ cos? 6 + cos* § +2cos> @ — (cos§ — cos® § — cos* O + cos? §) dO

2m 21 [ gi0 | =i\ 4
/ 20?0+ 3cos® f — cos 040 = 242 / cos49d9:2a2/ (2) 6
0 0

2 2 . . . .
% / (¥ e 1 2)2df = % / (¥ 40 14 42 1 4670 4 4e7%0) dg
0

3 2
%/ (cos46 +4cos260 +3)db = Zﬂ ,

ricordando che (a + b+ ¢)? = a? + b? + ¢® + 2ab + 2ac + 2bc. Pertanto l’area richiesta vale 37ta? /2.

ESERCIZIO 15.4. Si calcoli utilizzando le formule di Gauss-Green nel piano:

I::// 2 dxdy.
Dx xdy

dove D = {(x,y) e R>: 1 < x4+ y? <2}

SVOLGIMENTO. La regione di piano D é delimitata dalle due circonferenze y; e <y, centrate nell’o-
rigine e di raggio rispettivamente 1 e v/2. Posto B, := {(x,y) € R?: x> +y?> < r},siha D = B, \ By,

da cui:
de:// de—// 2 dxdy.
//Dx xdy Bzx xdy le xdy

Osserviamo che per le formule di Green, si ha:

f} (x,y) dx + Q(x,y) dy) = // (—81;) dxdy,

dove P : R> - R, Q : R> — R sono funzioni qualsiasi con derivate parziali continue in un aperto
del piano contenente B;.

Nel nostro caso, determiniamo P, Q in modo tale che I'integranda del membro di destra sia pari
ad x%. Una scelta possibile & porre Q(x,y) = x3/3, P(x,y) = 0. Si ha quindi:

1 1
L= g § Pdy—5 ¢ 2y
3 12 Y 3 M Y
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Parametrizziamo ; per mezzo di coordinate polari. Si ha allora

27 27 27
I:= % / (V2cos6)® - (vV2cos0) do — ;/ cos® 0 - (cos @) df = / cos*0de
Jo 0 Jo

27 ei@_i_efif? 4 1 27 . .

— do = 7/ 2i6 —2i0 2 ng
/0 ( 2 ) T
L2 g 4i6 2if 2i6

:E/o (e +e ™ +4+2+4e™ +4e ) db

1 27 3
= g/o (cos46 +4cos260 +3)db = L
Pertanto l'integrale richiesto vale 37t/4.
ESERCIZIO 15.5. Siano dati i seguenti sottinsiemi di R3:
S={?+y*+z2=1,2>0}
D = {x2+y2 <1,z=0}
r={(2 2 =12=0)

e sia
— Yy 5,100 2
F(x,y,z) = <1—|—zz' ¥z —y,z+x )
(1) siusiil teorema della divergenza per calcolare:

I::/F-ﬁda
S

dove 71 & la normale esterna alla superfice chiusa X = SUD;

(2) Detta w} la 1-forma differenziale canonicamente associata a F, si calcoli
1
o “r
dove oyt & la curva <y orientata in senso antiorario nel piano z = 0;
(3) si verifichi il teorema di Stokes per il campo F sulla superficie S.

SVOLGIMENTO. Indichiamo con
C={(x,y,2) eR: ¥*+y*+22 <1,z >0}
il volume delimitato da X, denoteremo poi F = (F, F», F3).
(1) Per il teorema della divergenza si ha:

/P-ﬁda:/P-ﬁda+/ F-ado = /didexdydz
> S D JC

Si ha poi
divF(x,y,z) = 0.

| Fondo =~ [ Fondo
s D
Sulla superficie D si ha che la normale uscente da Ce 7t = (0,0, —1) e F = (y, —y, x?), quindi:

/P-ﬁda:—/ F-ﬁdU:/ 22 dxdy
S D D

Per calcolare 'ultimo integrale, utilizziamo la formula di Green:
J0Q dP
P d dy) = = — — ) dxd
72( (x,y)dx + Q(x,y) dy) //D (ax ay> xdy,

dove P : R> - R, Q : R? — R sono funzioni qualsiasi con derivate parziali continue in un
aperto del piano contenente D.

Pertanto:
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Nel nostro caso, determiniamo P, Q in modo tale che I'integranda del membro di destra

sia pari ad x2. Una scelta possibile & porre Q(x,y) = x*/3, P(x,y) = 0. Si ha quindi:

1 [
I.—3ﬁx dy.

Parametrizziamo <y per mezzo di coordinate polari. Si ha allora

1 27T 1 27
1::,/ COS39-COSGd9:*/ cos* 046
3o 3 Jo

1 27 [l 4 o=if\* 1 o _
:5/0 (e 26 >d9:3‘16/0 (e¥0 47210 1 2)2 4

1 27T . , . .
— 3 16/ (6419 +ef419 1442 +4€219 _’_467219) 46
: 0

L /" (cosas 6+3)do =
_ﬁ/o (cos460 + 4 cos26 + 3) =7

Pertanto l'integrale richiesto vale I = 7.

(2) wk &la 1-forma differenziale associata al campo vettoriale F,

wi(x) = F(x,y,2)dx + B (x,y,2) dz + F(x,y,z) dz.
Si ha:

/ w}(x) = / Fi(x,y,z)dx+ F(x,y,z)dz+ F3(x,y,z) dz
+r +r

= | ydx—ydy
+7

Passando alla rappresentazione di <y in coordinate polari, si ha x = cos 8, y = sin 0, quindi:

27
/ wk(x) :/ y (dx — dy) :/ sinf - (—sin6 + cos 0) d6
+ + 0

27T 2w 1
:_/ Sin26:—/ 1 COSZQdez_n_.
0 0 2

(3) Per verificare il teorema di Stokes & necessario calcolare:

i (7B R OB 0B OB oA
“\dy 9z’ o9z 9ax’ ox dy)’

—2yz 1
5_99 Y 4_100
= (—100x z ,7(1 22)2 —2x,5x* 2z — 1+22>

In generale la divergenza di un rotore € nulla, pertanto, per il teorema della divergenza:

0:/div(rotF)dxdydz:/rotF-ﬁdU:/rotF‘ﬁdU—i-/ rotF - fido,
o b3 S D

da cui si deduce:

/rotP-ﬁdU:—/ rotF -7ido,
5 D

Sulla superficie D si ha che la normale uscente da C ¢ 72 = (0,0, —1) e rotF = (0, —2x, —1),

quindi:

/rotF-ﬁd(T:—/ rotF-ﬁdU:/(—l)dxdy
s D D

L’ultimo integrale & I'opposto dell’area di D, pertanto vale —7r. Ricordando il risultato del

punto precedente, si ha:

/ wk(x) :—n:/rotF-ﬁd(T,
+ S
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e questo porge la verifica richiesta.






CAPITOLO 16

Lezione del giorno mercoledi 23 dicembre 2020
Flussi. Teorema della divergenza e di Stokes I (Durata 1")

ESERCIZIO 16.1. Sia S la superficie data dal grafico della funzione z = xy/2 tale che x> + y? < 12.
Si calcoli 'area di S e il flusso del campo F = (x,y,1) attraverso S orientata in modo che la normale
sia rivolta verso l'alto.

SVOLGIMENTO. La superficie S ¢ un grafico z = f(x,y) dove f : D — R, f(x,y) = xy/2e
D:={(x,y) € R?: x? +y? < 12}. D &il cerchio centrato nell’origine di raggio v/12 = 2+/3.

Calcoliamo ora l’elemento d’area do di S, abbiamo a disposizione vare possibilita:
(1) Essendo un grafico, sappiamo gia che I'elemento di superficie e:

2 .2
_ 2 14 ¥ _ 1y 2 .2
=4/1+|Vf?=1/1+ it 4dxdy 5 4 +y? +x?dxdy.

(2) S & parametrizzata da Y(x,y) = (Y1, ¢2,¢¥3) = (x,y, f(x,y)) = (x,y,xy/2). La matrice

Jacobiana della parametrizzazione é:

1 0
Jacy(x,y) = 0 1
y/2 x/2

Per la regola di Binet, per trovare 1’elemento di superficie 2-dimensionale dobbiamo con-
siderare tutti i minori di ordine 2, e sommarne i quadrati dei determinanti estraendo la
radice.

o 2 1 0 2 1 0 2 0 1 . x2 yz
da—\/det (0 1>+det <y/2 x/2>+det (y/Z x/2>dxdy—\/1—l—4+4dxdy.

(3) Possiamo anche calcolare 1’elemento d’area calcolando la norma del prodotto esterno delle
colonne di Jac ¢:

do = (|05 A Dy || = H (—%,—g,l) H dxdy = /1 + ’f + y:dxdy.

Tutti i differenti procedimenti portano naturalmente alla medesima conclusione.

L'area e data dall'integrale dell’elemento d’area sullo spazio dei parametri:

_ — [1 % v _1 / 24 42
Area(S)—/Sd(r—/D 1—|—Z+dedy—§/D 4 + y% + x> dxdy.

Per calcolare questo integrale passiamo in coordinate polari piane x = pcos, y = psin 6, ricordando
che il determinante Jacobiano di questa trasformazione & p:

27 2v31
Area(S / (/ 4+ p? pdp) 9—7t/ 4+ p2pdp =~ / V4 +wdw

T P2 =1 567T
=5, \fdt [sz ) = 5 (64—8) = ==

133
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Calcoliamo la normale a S. Posto G(x,y,z) = z — f(x,y) = z — xy/2, la superficie risulta rappresen-
tata dall’equazione G(x,y, z) = 0, quindi la sua normale unitaria sara data da

VG _ 4 (=y/2,—x/2,1) _ (—y,—x,2)

+ ,
VG [(=y/2,—x/2,1)] V2 H 24
e poiché l'esercizio richiede che la normale punti verso 1'alto, sceglieremo
~ Y _xrz
A(x,y,z) = (n1,n2,n3) = %
Vxst+y-+4
che ha la terza componente positiva. E necessario verificare se questa normale & concorde con
l'orientamento indotto dalla parametrizzazione:

Y
Vo 0

np ax 1/11 aylpl _x
det | n2 Oxyn aylpz = det \/m 0 1
n3 0xP3 9y

7@ y/2 x/2
I SR (1) ? 24224222
Nerar = E A A A N e AT

1
- 2 2
—2\/x +y-+4>0.

Quindi effettivamente la normale richiesta ¢ concorde con 'orientamento della parametrizzazione.
A questo punto, posto F = (F, F, F3), si ha:

Flolp axllll aqul X 1 0
det | oy dx2 9y dxdy:/ det| v O 1 dxdy
Foyp 0yPs 0y b 1 y/2 x/2

27 2v3
= / (1 —xy)dxdy = Area(D) — / xydxdy = 12w — / / r?cosfsinfpdp | do
D D 0 0

®(S, F) = /

D

23 27
=127 —/ r3dr / cosfsinf = 127.
0 0

11 flusso richiesto e quindi 127t.
Verifichiamo il risultato ottenuto. Sia A € R, A < min{f(x,y) : x,y € D}. Tale A esiste finito
perché f e continua sul compatto D, quindi ammette minimo. Inoltre A < 0. Si ha poi:

i 0k  0F,  0F
d1VF(x,y,z)—$+@ = =
Consideriamo il solido C delimitato da S e dalla superficie ausiliaria S~ := D x {A}, la cui normale

uscente da C ¢ (0,0, —1). C & un cilindroide la cui base inferiore & il cerchio {(x,y,A) : x,y,€ D} ela
base superiore & S.
La superficie laterale e:

L={(x,y,2): ¥*+1y*=12,A <z < f(x,y)}.

e la normale unitaria uscente ¢ data da (x,y,0)/+/x% + y? (ovvero, a meno del segno e della nor-
malizzazione, & proprio il gradiente dell’equazione che definisce la superficie). Per il teorema della
divergenza si ha:

/ div Fdxdydz = | E-ndo.
C aC
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FIGURA 16.1.1. Il solido C = {(x,y,z) : (x,y) € D, A <z < f(x,y)}.

ovvero:
2Volume(C) = &(S, E) + / Fofdo+ / E.ido
2/D (/Af(x'y) dz) dxdy = &(S, F) — /D da—i—/ %d
2Volume(C) = ®(S, F) — Area(D) + V12 Area(L)
si ha quindi, ricordando che Area(D) = 127
(S, F) = 12r — V12 Area(L) + 2Volume(C).

Calcoliamo in coordinate cilindriche:

2 /12 pf(rcosf,rsind)
2Volume(C) := 2/ / / rdfdr

27 f(rcosf,rsinf)

/ rdzd dr
/ f(rcosf,rsinf) —A)dodr

(13 cosBsin® —rA) do dr

0

che & positivo perché A < 0. L & parametrizzata da ¢ (0,z) = (v/12cos 6, +/12sin 8, z):

—v/12sin6 0
Jacy(6,z) = 0 V12 cos @
0 1

V12
r 3 cos@sin@dodr — 2)\7‘[/ rdr = —24Am,

135



136 16. Flussi. Teorema della divergenza e di Stokes

Dalla regola di Binet si ha che I'elemento di area & quindi:

Wy = \/det2< —v/12sinf 0 > —|—det2< V12cos6 0 ) +det2< —v/12sinf 0 )

0 1 0 1 V12cosf 0

= \/125sin% 0 + 12 cos? 0 = v/12.

Pertanto:

27 f(\/ﬁcose,\/ﬁsine)
V12 Area(L) := V12 / / V12dz do
o Ja
27T r6cosfsinf
= V12 / / dz do
o Ja

27
= \/12/ 6cosfsing — Adf = 247mA.
0

Quindi i contributi di volume e superficie laterale si elidono e il flusso & 127, che verifica il calcolo
precedente.



CAPITOLO 17

Lezione del giorno mercoledi 23 dicembre 2020
Flussi. Teorema della divergenza e di Stokes II (Durata 1")

EsERrcIz10 17.1. Calcolare il seguente integrale:

L = F-fndo,
Sy

dove F := (xz,xy,yz) eS; = dCcon C = {(x,y,z) € R®: x >0,y > 0,z > 0,x+y+2z < 1},
orientata con normale uscente da C.

SVOLGIMENTO. Applichiamo il teorema della divergenza:
F-ndo = / divF dxdydz = / (x +y+z) dxdydz.
S1 C C

Il calcolo dell’integrale triplo non presenta particolari difficolta:

1 pl—z pl—z—y
/(x+y+z)dxdydz:/ / / (x+y+z)dxdydz
c Jo Jo Jo

x=1-z—y

1 1—z 1—z—y X2
:/ / / [—l—yx—i—zx} dydz
0o Jo 0 2 =0
1 pl-z (1 _ 5 —1)2
2/ / ﬂ—l—(]/—l—z)(l—z—y)alydz
0 Jo 2
1 1 1—z
:f/ / 1-z—y)(1+y+z)dydz
2Jo Jo
1 pl-z _ 1 41
:;/0 /o (1—(z+y)2)dydzw_:y+zi/o /Z(l—wZ)dwdz
1 /1 w3 ”! 1 /1/2 23

1 /1 1 3 1 1
=2 (2— Ndz==(2-Z+2) ==,
6/0( 3z+2°)dz 6< 2+4> 3

w=z

Quindi I; = 1/8.

ESERCIZIO 17.2. Sia dato il campo vettoriale F : R® — R3, F(x,y,z) = (2,0, x — y). Calcolare il
flusso del rotore di F attraverso la porzione di superficie cartesiana S di equazione z = 1 — x2 — 12,
con (x,y) € D:={(x,y) € R>: x >0,y <0,x>+y? < 1} (il versore normale alla superficie & quello
indotto dalla parametrizzazione cartesiana standard).

Si calcoli il precedente flusso usando il teorema di Stokes.
SVOLGIMENTO. La parametrizzazione cartesiana di S &
P(x,y) = (¢1(x,y), 92(x,y), d3(x,y)) = (x,y,1 = 2 —y?).
S ha equazione G(x,y) = x2 +y? + z — 1 = 0. La direzione della normale ¢ data da:
VG(x,y) = (2x,2y,1).
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Per stabilirese i = VG = ((VG)1, (VG)2, (VG)3) ot = —V G, & necessario verificare I’orientamento
della superficie calcolando

Ip1 I g3
ox ox ox

1 0 —2x
det| 9P dpp  I¢s =det| 0 1 =2y | =42+4x*>0
ay ay ay 2x 2y 1
(VG)1 (VG)2 (VG)s
Poiché il determinante & positivo, si ha 1 = VG(x,y) = (2x,2y, 1). Calcoliamo ora il rotore di F.
e1 dx B e1 Oy y2
rotF =det| e 9, B | =det| e 9, 0 =(-1,-1,-2y)
es 0, B3 e3 9, Xx—y

Pertanto per quanto riguarda il flusso richiesto si ha:

/rotF-ﬁdU: / (—=1,-1,-2y) - (2x,2y,1) dxdy = —/ 2x + 4y dxdy
s D D

Passando in coordinate polari, x = r cos 0, y = rsin 6, si ottiene:

1 /2 1 /2 2
/rotF-ﬁdU:—/ / 2r(cos€+2sin6)rd6dr:—/ 2r2dr-/ (cos@—2sin6)d9:§.
S o Jo 0 0
Calcoliamo ora il flusso utilizzando il teorema di Stokes:

/rotP-ﬁdaz Fdy.
S +3S

Parametrizziamo il bordo di D in senso antiorario: esso & dato da y1(6) = (cos 6, sinf) per —7/2 <
0 <0,7(t) =(1—t0)per0 <t <1lewys(s)=(0,—s)per0 < s < 1. Il bordo di S orientato in
senso positivo sara allora 'immagine delle tre curve 1, 2, 3 mediante la parametrizzazione ¢ di S:

¢ov1(0) = (cosh,sinh, 1 — cos*§ — sin®f) = (cosf,sinh,0);
poya(t)=(1—-10,1—(1—1)?) = (1—1¢0,2t—t?);
¢ oy3(s) = (0,—s,1—s2).

Pertanto si avra:

f de:/ Fidv+ [ Fdy+ /[ Fdy
+9S o ¢$or2 $ov3
dove:

0 0
Fdy = / (sin?6,0,cos @ — sinf) - (—sin @, cos6,0) do = —/ sin® 0 do
¢por —7/2 —m/2

/2 /2 /2
:/ sin® 0 df = / sinf(1 — cos?0)df =1 — / cos? sin 6 do
0 Jo Jo

_ 0 2
w=cos 0 2
= — —w dw = =
/ 3
2

1
1 1
/ de:/ (0,0,l—t)-(—1,0,2—2t)dt:/ 2(1— t)2dt = =
Poyr 0 0 3

1 1
/ de:/ (—52,0,5)-(0,—1,—2s)dt:/ _oRdr = 2,
$o3 0 0 3

Sommando i tre contributi si ottiene:

2 2
/SrotF-ﬁdaz Fdry:§+§_

+0S
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che verifica cosiil calcolo diretto svolto in precedenza.

ESERCIZIO 17.3. Si disegni la superficie S di equazioni parametriche

¢(0,y) = (y/y?+1cosb,y, \/y* + 1sinb), 6 € [0;27], ly| <1

e si calcoli il flusso del campo vettoriale F (x,y,z) = (x2,y/2,x) uscente da S, orientata in modo che
nel punto (1,0, 0) il versore normale coincida con & = (1,0, 0).

SVOLGIMENTO. Posto ¢(6,y) = (@1, 92, 93) e E = (Fy, F5, F3), si ha:
N 7 . ycos®
Vy*+1sin6 S
Jacp(0,y) = 0 1

Verifichiamo se la normale indotta dalla parametrizzazione ¢ la stessa di quella richiesta 1 = (11, 12, 113),
lo verifichiamo nel punto (1,0,0):

. 7] . ycos®
n —+/y*+1sin6 A ( )
= det =-1<0.

00
det i) 0 1 01
1 0

ny  /y2+1lcosh Ln

Y+ (6y)=(00)
Pertanto sara necessario invertire il segno, si ha allora che il flusso richiesto vale:
Fio /I + 1sing Yl
. 2 /1 1°9 Y Vel
CD(S,F):—/ / det| Bog 0 1| dyde
0 -1 > ysinf
Fogp /y*+1cos6 VA

2 2 N 7 . 1y cos 0
(y*+1)cos?0 —/y?2+ 1sin6 N/

2 1
—/ /det y/2 0 1| dyde
0 -1 > > ysin 0
Vy>+1lcos /y*+1cos@ i

2 41 —/y?>+1sin6 L‘;L‘gl
B _/0 /1(—y/2)det ( VY2 +1cosd ysyi:g ay a6+
i NG
27 2 _ 2 3
- e (U ey ) e
21 21
—/0 /1y2/2dyd9+/1/0 (y2+1)3/zcos39+(y2+1)sin(9cos€>d9dy

2
-2

Nell'ultimo passaggio & sfruttato il fatto che:

S O -

27 1 2@ 1 r4r
/ cosfsinfdo = f/ sin(20) df = 7/ sinwdw = 0.
0 2 Jo 4 Jo

27T 3m/2 3m1/2
/ cos®0do = / cos®0dh = / (1 —sin®8) cos @ df
0 /2 —7/2

/2 3/2m
= / (1 —sin?6) cosfdb + (1 —sin’@) coshdf
/2 J/2

:/(1— dw+/ (1—w?)dw = 0.
-1



140 17. Flussi. Teorema della divergenza e di Stokes

ESERCIZIO 17.4. Data la superficie £ C R® parametrizzata da

¢(0,z) = (V14 2z2cosb, 1+ 22z%sin b, z), 0] < /4, |z| <1,

si calcoli il flusso del campo vettoriale

f(x,y,z) = (1/\/1+222,1/\/1+222,x2—|—y2)

attraverso X, orientata in modo che nel punto (1,0, 0) il versore normale coincida con (—1,0, 0).

SVOLGIMENTO. Calcoliamo la divergenza di F= (F1, R, F3):
oF; b o0F; -

divF(x,y,z) = 5 T 3y to =

1l campo F & quindi solenoidale: per il teorema della divergenza, il flusso attraverso una qualunque
superficie chiusa e nullo. Vogliamo determinare una superficie ausiliaria S tale che S U X sia una
superficie chiusa delimitante il volume C. Osserviamo che la superficie data e la superficie di rota-
zione ottenuta ruotando per 6 € [—7/4, 71/4] attorno all’asse z la curva -y di equazione x = /1 + 222
contenuta nel piano y = 0.

La superficie parametrica ¥ : ¢(6,z) = (V14 2z2cos 6, v/1+ 2z2sin6, z) e la curva v di eq.
x=+/1+22%
Definiamo quindi le superfici ausiliarie nel modo seguente:
a) ST sia la superficie di rotazione ottenuta ruotando per 6 € [—7/4, /4] il segmento di
estremi (0,0,1) e (v/2,0,1) giacente nel piano y = 0 attorno all’asse z,

St ={(rcosf,rsinf,1) e R*: 0 <r <+/2,|0| < n/4}

la sua normale esterna rispetto a C sara (0,0, 1);
b) S~ sia la superficie di rotazione ottenuta ruotando per 6 € [—7/4, 71/4] il segmento di estre-

mi (0,0,—1) e (\@, 0, —1) giacente nel piano y = 0 attorno all’asse z, la sua normale esterna
rispetto a C sara (0,0,1);

S ={(rcosf,rsinb,1) € R3:0<r<+V2 16| < t/4}
c) L* e L™ saranno le superfici “laterali” date da
LT ={(rcosf,rsinf,z): 6 = 71/4,0<r < +\1+222, |z| <1},

L™ ={(rcosf,rsin0,z): 0 = 7t/4,0 <r<+\1+4222, |z| <1}.
con normali rispettivamente (—ﬂ /2,/2/ 2,0)e (—ﬁ /2,—/2/2, 0).
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Se orientiamo X con la normale uscente a C, notiamo come essa nel punto (1,0,0) valga (1,0,0),
quindi I'orientamento richiesto & quello opposto a quello della normale uscente. Per il teorema della
divergenza, si ha che se X. ¢ orientata con la normale uscente

—/F-ﬁda:/ E.ndo,
> StuUS—UL*TUL—~

quindi il flusso richiesto dall’esericizio e proprio

/ F-fdo,
S+US—UL+UL-

dove la normale & uscente da C. Calcoliamo questi integrali. Se (x,,z) € L* siha F - 2 = 0 pertanto
il flusso attraverso LT & nullo. Osserviamo che si ha F(x,y,1) = F(x,y, —1), inoltre se (x,y,1) € St
si ha che (x,y,—1) € S~ e viceversa. Ma allora se 7 & normale uscente a C, F. i(x,y 1) = —F.
ii(x,y,—1) per ogni (x,y,1) € ST e (x,y,—1) € S~, quindi:

F.-fAdo+ E-Aado=0.
S+ S-

Per esercizio calcoliamo comunque:

R V2 rm/2 T
/5+F ido /S+F3(x,y,z)dc7 /S+(x +y°)do /0 /n/zr rdrdf >

Pertanto il flusso richiesto dall’esercizio si riduce al calcolo di:

F-ndo.
-
Se (x,y,z) € L™ siha
V2
V1+272

F-i=—

Inoltre L™ e parametrizzata da

P(r,z) = <ﬁr, ﬁr,z) ,z€e[-1,1], r€[0,V/1+222].

2 2

La matrice Jacobiana della parametrizzazione e:

V2/2 0
Jacy(r,z) = v2/2 0
0 1

Per la regola di Binet, per trovare I’elemento di superficie 2-dimensionale dobbiamo considerare tutti
i minori di ordine 2, e sommarne i quadrati dei determinanti estraendo la radice.

w2 (0,9, 9,9) = \/det2< g;; 8 >+detz< ‘%/2 (1) )+det2< \/%/2 (1) ) —1.

Si ha quindi

//W V2 drdz = — \[/ dz = —2V/2.

o= [ s Vs
/f 1122 " 1+222

Pertanto il flusso richiesto dall’esercizio & —2+/2.



142 17. Flussi. Teorema della divergenza e di Stokes

Verifichiamo il risultato ottenuto. Posto ¢ = (91, ¢2, ¢3), calcoliamo

—VIT22sing 250

V14222
af)ﬁ”l az§01 0y sin g
Jacg(0,2) = | 992 %92 | = | A2 Zsmn
+2z%2c080 @—
dop3 093 V1 + 222
0 1

Si ha che il flusso attraverso X orientata con la normale indotta dalla parametrizzazione () =| —
/4, /4[x] —1,1[) risulta quindi:

o(x, F) ::/Z?-ﬁdaz/()w3(fogo,81(p,82q0,83¢)(x) dx

2
Fog —vitaZsing 229959
¢

V14222
:/ det 2zsin6 (x)dx
Fo V1+2z22cos) ——
o 209 V1t 222
Fsog 0 1

= / F30¢(6,z) (—2zsin? 8 — 2z cos” 0) dOdz+
o)
+ / Fiog(0,z) V1+2z2cos0+ F, 0 ¢(8,z) V14 2z%sin 9) d6dz
= —2/ (0,2) + ¢3(6,2))zd0dz+

1 1
+/ ——————— /14222c080 + ——— /1 +2z2sinf ) dfdz
Q<\/1—|—222 V14222 )

= —2/ (1 —|—2zz)zd9dz—|—/ (cosf +sin @) dodz
o)

/4 1 /4
= —2/ </ 1+222)zd9> dz—i—/ </ (c039+sin9)d9> dz
/4 -1 —n/4
/4
= —7'(/ (1+222)zdz—|—2/ (cos@ +sin@) do
-1 —m/4
/4
:2/ cos6do = 2v/2.
—/4

Verifichiamo se la normale indotta dalla parametrizzazione & quella richiesta. Lo facciamo nel punto
(1,0,0) che, nella parametrizzazione, corrisponde a ¢(0,0). Si ha allora:

2z cosf
-1 —v1+427%2sinf ——
V14222

n dgp1 -1 .
det | no 9y @2 0, @2 = det 0 m cos 0 2zsin@
(6,2)=(0,0)

n3 dg@3 0,93 V1 + 222
0 0 1 (6,2)=(0,0)
-1 0 0
= det 0 1 0 =-1<0,
0 01
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quindi la normale indotta dalla parametrizzazione ¢ opposta a quella richiesta, pertanto il flusso
richiesto vale —2+/2 che conferma il risultato precedente.






CAPITOLO 18

Lezione del giorno mercoledi 13 gennaio 2021
Flussi. Teorema della divergenza e di Stokes III (Durata 1"30')

ESERCIZIO 18.1. In IR sia assegnata la superficie ¥ parametrizzata da:
@(u,0) := (u+4v,0* —u?, u* — %), uel-1,1,ve[-1,1],
e il campo vettoriale F : R® — R3 definito da:
F(x,y,z) = (P +zy+22x*—y).

(1) Si calcolino la divergenza e il rotore di F. Si dica se il campo F & conservativo.
(2) Si calcoli l'integrale di linea di F lungo la curva

v(t) := (3cos(t),3sin(t),0), te[0,2m].

(3) Si scriva la matrice Jacobiana di ¢, e quindi I’elemento di superficie 2-dimensionale relativo
alla parametrizzazione ¢.
(4) Si calcoli il versore normale indotto dalla parametrizzazione nel punto P = (5,0, 0).

(5) Si scriva il flusso di F e di rot F attraverso X con 'orientamento indotto dalla parametrizza-
zione.

SVOLGIMENTO. Poniamo
F(x,y,2) = (A(x,y,2), F2(x,y,2), F3(x,,2)),
¢(u,0) = (91(u,0), 92(u,0), p3(u,0)) .
La divergenza e il rotore del campo F sono dati da
divE(x,v,z) =0, Fi(x,y,2) + oyb2(x,y,z) +0:F3(x,y,2) =2x + 1,
. é1 9x Fi(x,y,z) e 9y x2+z
rotF(x,y,z) =det | & 9, F(x,y,z) | =det| & 9, y+z2?
e 0; F(x,y,z) & 0, x>—y
=(-2z—-1,1-2x,0).

Poiché rot F # 0, il campo non @& conservativo. Si ha 9/(t) = (—3sin(t), 3 cos(t),0), da cui l'integrale
di linea:

/v?- d2=/02n?0 (v(£)) -/ (t) dt
= [ (9c05°(1) 35in(1), 9c05*(1) ~ 3sin(t)) - (~3sin(t), 3cos(),0)

21
=/ (9sin(t) cos(t) — 27 sin(t) cos?(t)) dt = 0.
0
Lo Jacobiano della parametrizzazione e
9up1(u,v) 0pp1(u,0) 1 4
Jacp(u,v) = | duga(u,v) Op@a(u,v) | = | —2u 20 |.
0up3(u,v) 0pp3(u,v) 2u  —2v

145
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Indicate con d,¢(u,v) e dp¢(u,v) le colonne di Jac ¢(u,v), 'elemento d’area 2-dimensionale do
riferito alla parametrizzazione ¢ ¢ dato da:

e1 9up1(u,v) 9pp1(u,v)
do = |0,¢(u,v) NIy (u,v)|| dudv = |det | €& 9up2(1t,v) 9pa2(1t,v) dudo

& Oup3(u,0) dvep3(u,0)
:\fz\/mdu do.

Per la regola di Binet, indicate con By, By, B3 le tre sottomatrici quadrate di ordine 2 di Jac ¢(u, v)
ottenute sopprimendo rispettivamente la prima, la seconda e la terza riga, I’elemento d’area puo
essere ottenuto anche come:

do = \/ det’ By + det” B, + det” Bs.
Si ha che P = (5,0,0) = ¢(u,v) conu € [—1,1] ev € [—1,1] solo se (1,v) = (1,1). La matrice

Jacobiana di ¢ in P é:
1 4
Jaco(P)=| -2 2 |.
2 =2
La normale unitaria in P & data da:

A _ 0up(P)ANdup(P)
P)= Toup(®) A avp(P)] — (0'

1l flusso di F attraverso la superficie X & dato da:

)

o(F %) :/F-ﬁda
1,0))
u,v))
Ll,

1(¢(
-, det( Ei )
24

(u+40)2—0v> 1 4
= / / det u2 — 02)2 —u?+v®> —2u 20 | dvdu
u+4v)?2 -0 2u 20

Jacp(u,v) ) dodv

= / / 8u5 + 2utv — 16u50% + 818 — 4u?0® + 66120 + Suv* + 144uv? + 20° + 3203) dvdu
-1J-1

11 flusso di G = rot F attraverso la superficie X. & dato da

O(G,2)= [ G-ndo
%

1,1 G1(¢(u,v))
= det | Ga(@(u,v)) |Jace(u,v) | dvdo
St Gs(¢(u,0))
- 22— -1 1 4
:/ / det 1-2(u+4v) —2u 20 dvdu
—1/- 0 2u  —2v
1 g1 ) ” 128
:/ / (—16u” — 68uv + 8u — 16v” + 2v) dvdu = -
-1J-1

Calcoliamo il flusso di rot F attraverso X tramite il teorema di Stokes. Detto 9% il bordo di ¥ con
I’orientamento indotto da X si ha:

/rotf-ﬁdaz E-dl
) oz
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Il bordo 0% della superficie X & contenuto nell'immagine tramite la parametrizzazione ¢ della frontie-
ra dello spazio dei parametri, ovvero della frontiera del quadrato [—1, 1] x [—1,1]. Affinché il bordo
risulti orientato con l'orientamento indotto dalla parametrizzazione, la frontiera del quadrato nello
spazio dei parametri deve essere percorsa in senso antiorario. L'immagine della frontiera con tale

orientamento e data dall’'unione delle quattro curve:

() =@, -1)=u—-41-v?u*>—1), uc[-1,1]
12(0) = @(1,0) = (4v+10—11—v) ve[-1,1]
’yg(u):(p( ul)=4-ul-u*u*>-1),uc[-1,1]
1(v) = (1, -v) = (40 —-1,0* - 1,1-v%),v e [-1,1],
le cui derivate sono:
y1(u) = (1, —2u,2u), u € [-1,1]
Y2(v) = (4,20, —20v), v € [—1,1]
Ya(u) = (=1, —2u,2u), u € [-1,1]
Ya(v) = (—4,20,—2v), v € [-1,1],

Si ha quindi:

2
(4v+1)>+1,0%* + (1 — vz> —1,-0*+ (40 +1)* + 1) - (4,20, —2v) dv

_l’_
20 ( P + (40 +1)2 +1)+4(—vz+(4v+1)2+1>+ZU(UZ+<1—UZ)2—1>) do

F
:/1 (u2+(4u)21,u2+ (u21)2+1,u2+(4u)21) (=1, —-2u,2u) du
(—u2+2u (u2+(4—u)2—1> —2u <—u2+ (u2—1>2+1> —(4—u)2+1> du

F
1 2
:/ (—02 + (—4v —1)% +1,0* + (1 - 02) -1, -0+ (—dv —1)* + 1) - (—4,2v, —2v) dv
( >

2 (—0?+ (—40—1)2+1) —4 (—v2+ (—40—1)2+1) +20 <v2+ (1 —02)2 —1)) do — 220



148 18. Flussi. Teorema della divergenza e di Stokes

Sommando i quattro contributi si ottiene:

hththtl=—o,
che conferma il risultato precedente.
ESERCIZIO 18.2. In R3 sia assegnata la superficie & parametrizzata da:
@(u,0) == (v,60* —u?,u?), uelo,2,vel-1,1],
e il campo vettoriale F : R® — R? definito da:
Fx,y,z) = (2% +y, 22+ 3,2 +y* +2%).

(1) Si calcolino la divergenza e il rotore di E. Sidica seil campo E & conservativo.
(2) Si calcoli I'integrale di linea di F lungo la curva

y(t) := (3cos(t),3sin(t),0), te[0,2m].

(3) Si scriva la matrice Jacobiana di ¢, e quindi I’elemento di superficie 2-dimensionale relativo
alla parametrizzazione ¢.
(4) Si calcoli il versore normale indotto dalla parametrizzazione nel punto P = (1,5, 1).

(5) Si scriva il flusso di F e di rot F attraverso ¥ con l'orientamento indotto dalla parametrizza-
zione.

SVOLGIMENTO. Poniamo
F(x,y,2) = (A(xy,2), B(x,y,2), B(x,Y,2)),
¢, 0) = (1(u,0), 92 (1, 0), 93(11,v)) -
La divergenza e il rotore del campo F sono dati da

divl_f(x, v,z) =0xFi(x,y,2) + 9,F2(x,y,z) + 0. F3(x,y,z) = 4x + 2z,

z)
. dr F(x,y,z)
rot F(x,y,z) =det | &2 9, F(x,y,2)
& 9. F(x,yz2)
0
)
d

& 2x2 +y
=det 52 y Z2 +3

> 2 2 2

€3 ; Xty +z

=2y —2z,—2x,—-1).

=

Poiché rot F # 0, il campo non @ conservativo. Si ha 9/(t) = (—3sin(t),3 cos(t),0), da cui l'integrale
di linea:

/71?- dl :/Oznﬁo (v()) - (t) dt
(3sin(t) 4 18 cos?(t),3,9sin’(t) + 9 cos?(t)) - (—3sin(t),3 cos(t),0) dt

(9 cos(t) — 3sin(t) (3sin(t) + 18 cos?(t))) dt

Il
Ne
S|

Lo Jacobiano della parametrizzazione e

up1(u,v) 0pp1(u,0) 0 1
Jacp(u,v) = | duga(u,v) Oua(u,v) | = | —2u 120 |.
dup3(u,v) 9pp3(u,v) 2u 0
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Indicate con d,¢(u,v) e d,¢(u,v) le colonne di Jac ¢(u,v), 'elemento d’area 2-dimensionale do
riferito alla parametrizzazione ¢ ¢ dato da:
do = ||du¢(1,v) NIy (u,v)|| dudv
e 9up1(u,v) 0yp1(u,0)
=|det| & 0u@2(u,v) 0pe2(u,v)
& 0ugs3(1,v) Jogs(1,0)

=+/5761u202 + 8u2 du dv.

Per la regola di Binet, indicate con By, By, B3 le tre sottomatrici quadrate di ordine 2 di Jac ¢(u, )
ottenute sopprimendo rispettivamente la prima, la seconda e la terza riga, 'elemento d’area puo
essere ottenuto anche come:

dudv

do = \/clet2 By + det? B, + det? Bs.
Sihache P = (1,5,1) = ¢(u,v) solo se (u,v) = (1,1). La matrice Jacobiana di ¢ in P &:

0 1
Jacp(P)=| -2 12 |.
2 0
La normale unitaria in P & data da:

sy Ou@(P)Adup(P) [
)= oo (P) Adup(P]] ( 6

1l flusso di F attraverso la superficie X & dato da:

Jac ¢(u,v) ) dovdv

y 1 80 —u? 0 1
— / / det u* 43 —2u 120 | dodu
0 /- u* + (602 — u2)2 +02 2u 0
2 1
= / / <6u5 — 24130 + 24uPv + 72uv* — 192uv® + 2uv® + 6u> dvdu
0 J-1

2224
15

Il flusso di G = rot F attraverso la superficie X. & dato da
@(G, %) :/é-ﬁda

Gi(g(u,0))

—/ / det | Ga(¢(u,v))

G (90 u,0))

vt u) -

0

[6}]

Jac p(u,v) ) dvdv

2 u? 0 1

:/ / det 2v —2u 12v | dvdu
0 /-1 -1 2u 0
2 1

:/0 /1 (96u30 — 288uv® — 4uv —2u) dvdu

=-—8.

/\
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Calcoliamo il flusso di rot F attraverso ¥ tramite il teorema di Stokes. Detto 9% il bordo di ¥ con

I'orientamento indotto da X si ha:
/rotﬁ-ﬁd(f:/ E-dl
) %

Il bordo 0% della superficie X & contenuto nell'immagine tramite la parametrizzazione ¢ della fron-
tiera dello spazio dei parametri, ovvero della frontiera del quadrato [0,2] x [0,2]. Affinché il bordo
risulti orientato con l'orientamento indotto dalla parametrizzazione, la frontiera del quadrato nello
spazio dei parametri deve essere percorsa in senso antiorario. L'immagine della frontiera con tale

orientamento e data dall"unione delle quattro curve:

T1(u) = @(u,—1) = ( 1 6 —u?,u*), ucl0,2]

T2(v) = 90(2,0) (0,60? —4,4), v € [-1,1]

Ta(u) = 92— u,1) = ( —(2-u)%,(2-u)?), uelo?2]
74(0) = (P(0/2 v)=(2-2,6(2-0)%0),ve€[-1,1],

le cui derivate sono:

F1(u) = (0, —2u,2u), u € [0,2]
Y2(v) = (1,120,0), v € [—1,1]
Y3(u) = (0,22 = u), =2(2 —u)), u € [0,2]
7a(0) = (=1,120,0), v € [~1,1],
Si ha quindi:
11 2:/ 1_5 d?
T
2 2
:/ (8—u ut +3,ut + (6 — u?) —|—1)~(0,—2u,2u) du
0
2
_ _ 22 _ 4
—/0 (Zu( u’) +1) Zu(u +3>) du
154
==
IQ Z:/ ﬁ dz
T2
:/ (80 —4,19,0% + (60> 4)2+16) -(1,120,0) do
1
1
= / (802 + 2280 — 4) do
1
__8
=-3
13 = ﬁ d?

3

[yz
/0 (8-@-w?@-w'+3,2—uw'+(6—(@-u?)’+1)(0,22—u), 22— u)) du
J

2(2((2—u)4+3> (2—u)—2((2—u)4+(6—(2—u)2) +1)( )) du
184

37
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/z
Y4

1

= 80 3, 360* —|—v> (—1,120,0) do

1
1

367) — 80 dov

? ’
Sommando i quattro contributi si ottiene:

L+DL+L+1,=-8,

che conferma il risultato precedente.
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CAPITOLO 19

Lezione del giorno mercoledi 13 gennaio 2021
Successioni e serie di funzioni. Convergenza uniforme (Durata 2"30')

DEFINIZIONE 19.1. Sia D C RYN. Data una successione { f, } nen di funzioni f,; : D — RM, e una
funzione f : D — RM. Diremo che:

(1) la successione { f,; } neN converge puntualmente a f o che f e limite puntuale di { f, }neN se per
ogni x € D siha h_r}n fn(x) = f(x), 0 equivalentemente li_1>n | fu(x) — f(x)|| = 0.
n—oo n—oo
(2) la successione { f, }new converge uniformemente a f o che f e il limite uniforme di { f, }nenN se si
ha li_r)n |l fn — fllo = 0 0 equivalentemente li_r)n sup || fu(x) — f(x)]| = 0.
n—oo n—oo XED

Piti in generale, se (X, dx), (Y, dy) sono spazi metrici e { f, }nen € una successione di funzioni f, :
X =+ Ye f:X — Y eunafunzione, diremo che

(1) la successione { f,; }neN converge puntualmente a f o che f e limite puntuale di { f, }neN se per
ogni x € X siha lgrl dy(fu(x), f(x)) = 0.
n—oo
(2) la successione { f,, } e converge uniformemente a f o che f & il limite uniforme di { f, }nen se si
ha ligr1 supdx(fu(x), f(x)) = 0.
=% yeXx

OSSERVAZIONE 19.2. Ricordiamo i seguenti fatti:

(1) La convergenza uniforme implica la convergenza puntuale, il viceversa non & vero.

(2) Il limite uniforme di funzioni continue definite su un intervallo chiuso e limitato di R a
valori in R € una funzione continua, mentre se il limite & solo puntuale questo in generale
non e vero.

(3) La definizione di convergenza uniforme puo essere scritta anche in questo modo: esiste una
successione {4, } yen di numeri reali tale che a, — 0 e |f,(x) — f(x)| < a, per ogni x € D.

(4) L'insieme D gioca un ruolo fondamentale nella definizione di convergenza uniforme, nel
senso che possono esistere successioni di funzioni convergenti puntualmente ma non uni-
formemente in D e convergenti puntualmente e uniformemente in un insieme D’ C D.

(5) Se le funzioni f,, f sono sufficientemente regolari (almeno Cl), si puo cercare di determina-
re il sup che compare nella definizione di convergenza uniforme mediante lo studio delle
derivate della funzione |f, — f| (se essa ¢ regolare).

ESERCIZIO 19.3. Si consideri la successione di funzioni {f,},en con f, : R — R definita da

n e*xt
)= | e

uniforme della successione.

dt. Si provi che le f,, sono tutte continue e si studi la convergenza puntuale ed

SVOLGIMENTO. Proviamo che le funzioni f, sono continue. A tal proposito dobbiamo verificare
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che per x, n fissati si ha liin |fu(y) — fu(x)| = 0. Scriviamo y = x + h. Si ha allora:
y—x

—(x+h)t n ext
Faly) = fal)| = fux 1) = ‘/ Tt [

n e—xt(e ht _ 1) nle— (e—ht _ 1)
D A < D S A
/1 1+t2 dt'_/l 1+12 ‘dt

—xt _ n ,—xt|1 _ ,—ht
_/ e |dt:/ e 1 —e |dt.
1+1¢#2 1 1412

(1) supponiamo & > 0. Si ha che |1 — e ™| =1 — e perché t > 0e h > 0 quindi e " < 1. Si
ha allora:

Distinguiamo due casi:

n efxt _ efht
)~ o) < [T

Consideriamo a questo punto la funzione s — 1 —¢ ° pers > 0. Sihache1l —e™® < s per
s > 0. Infatti consideriamo w(s) = (1 —e™®) —s. Sithaw(0) = 0ew'(s) =e*—1 < 0se
s > 0, quindi la funzione w & strettamente decrescente e pertanto w(s) < w(0) se s > 0. Cid
vuol dire 1 —e™® < spers > 0. A questo punto, poniamo s = ht e utilizziamo questo fatto
per ottenere

n efxt(l _efht) n xtht n efxtt
_ < P — < —
o)~ fulx)| < [ < [ —n [

dt.

Dato che x, n sono fissati, la funzione integranda € una funzione continua come funzione di
t nell’intervallo limitato [1, n], pertanto assume il suo massimo M = M(n, x) nell’intervallo
[1, n], quindi

n =Xty

fuly) = fu(O) <h | 1+t2dt§h/1nMdt:hM(n—1).

Il termine di destra tende a zero per h — 07.
(2) Supponiamo ora che i < 0. Sihache [e™ — 1| = e —1 = el!l* — 1 perché h < 0et >0
quindi e~ > 1 Ricordando che

|
lim
s—0 S

=1,

S

e
esiste & > 0 tale che |s| < ¢ siha

-1
‘ < 2. In particolare, se |h| < é/nsiha |hjn < &

elhlt —
e quindi |h|t < 0 per ogni t € [1,n]. Pertanto, se |h| < §/n siha T < 2 per ogni
€ [1,n]. Quindi
n e—xt‘e—ht _ 1| n e—xt ’e—ht _ 1‘
_ < N L | . .
f) ~ o)l < [ [ e e e

" e M2 |ht " e*xft
< dt = Zh/
_/1 12 i 1+t2

ed esattamente come prima si ottiene che il termine di destra tende a zero per h — 0~.

Quindi si ha in entrambi i casi }lin% |fu(x+h) — fu(x)| = 0, e quindi le funzioni f,, sono tutte continue.
—
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Studiamo ora la convergenza puntuale. Fissiamo x € R. La funzione integranda che compare
nella definizione delle f, & positiva, pertanto il suo integrale su [1,#] & minore del suo integrale su
[1,n + 1], quindi la successione { f,,(x) },en € monotona crescente per ogni x fissato

n+1 e—xt n e—xt n+1 e—xt n+1 e—xt
= 7dt:/ ——dt / ——dt = / ——dt > .
) = [ gdt= [ gt [ Spdt= @+ [ Stz AR

Andiamo a distinguere due casi:

e—xt
14 t2
> 1. Ma allora si ha per n >

(1) Se x < 0 la funzione t — tende a +00 se t — oo, in particolare esiste f > 1 tale che

e—xt
1+1¢2

fe P ne*xtd
fu ()] = fulx / el /1—1+t2 t—l—[ T
Fe
>
/11+2dt+/ ldt = /1—|—t2dt+( £).

L'ultimo termine diverge a +o0o per n — +oco, quindi f,(x) non converge puntualmente se
x <0.
(2) Se x > 0, osserviamo che e *f < 1, pertanto

nol S S S
x</ dt = arctann — — < — — — = —,
OS] Tve 4-2 4 4
quindi la successione f,(x) & monotona crescente e superiormente limitata, pertanto essa
ammette limite.

Si ha dunque convergenza puntuale solo per x € [0, +oo[. Indichiamo con

o) efxt
0= | g
e il limite puntuale delle funzioni f,.

E ovvio che in nessun sottoinsieme di R che non sia contenuto in [0, +-oo[ pud esservi convergenza
uniforme: infatti nei sottoinsiemi dove vi fosse convergenza uniforme necessariamente deve esserci
convergenza puntuale. Studiamo la convergenza uniforme in tutto [0, +oo[:

00 e—xt n e—xt 00 e—xt T
- = ——dt — —— dt| = ——dt < — —arct
f(x) = fulx)] ‘ L 1+ 2 /1 117 ‘ 1 e®=3 arctann,

dove si e levato il modulo perché f,(x) < f(x) per ogni x, in quanto la successione & monotona e si
e sfruttato il fatto che e* < 1se « < 0. Si ha allora:

sup [f(x) = fu(x)| < g — arctann,

x€[0,4+00]
il termine di destra tende a zero, quindi la convergenza & uniforme su tutto [0, +oo].

ESERCIZIO 19.4. Si studi la convergenza puntuale ed uniforme della successione di funzioni

2"(x +v)
2
fn : R* — R definita da f,(x,y) = 1T+ n2n(x2 +y2)

SVOLGIMENTO. Si ha convergenza puntuale di f, alla funzione f(x,y) = 0 identicamente nulla
su tutto IR?, infatti f,(0,0) = 0, quindi lim,_,c f,4(0,0) = 0 ese (x,y) # (0,0) si ha:

1 |x+y|

fnlxy) = fey)l = )l < 0 ey
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e il termine di destra tende a zero se n — co. Nella maggiorazione si & sfruttato il fatto che 1 +
n2"(x% +y?) > n2"(x> 4+ y?), pertanto
1 1
1+ n2"(x2 4 y?) = n2n(x% 4+ y?)’
Se la successione f, convergesse uniformemente, il suo limite uniforme dovrebbe coincidere con il

limite puntuale, e quindi essere la funzione f identicamente nulla. La forma delle funzioni f, ci
suggerisce un passaggio in coordinate polari. Calcoliamo pertanto:

sup |[fu(x,y) — f(x,y)| = sup |[fulx,y)|= sup |fu(pcos,psind)|

(x,y)eR? (x,y)eR? >
6<[0,27]
27’1
= Slilg W;F)Z‘COSQ—i—SinG‘
0>
6e[0,27]

D’altra parte & noto o dovrebbe esserlo! che |cosf +sinf| < v2ei6 € [0,27] che realizzano
l'uguaglianza sono ¢y = /4 e 6, = 57 /4. Percio

" n
sup ‘fn(PCOSQ,pSinQ)’:supi f p P

0€[0,27]
Studiamo ora la funzione F, : [0, +o0o[— R, F,(p) = an” .Siha F,(0) =0, pgTwP (p)=0e
o _gn 2
(2"np? +1)

che si annulla in un unico punto p, = 1/+/n2". Tale punto ¢ un punto di massimo assoluto per la
funzione F,, quindi:

2n

2v/n2n

sup |fu(pcosf,psinf)| = V2F, (p,) = V2
p20
6€[0,2m]
L'ultimo termine tende a +oco per n — +00, quindi non si ha convergenza uniforme su tutto R?.

Per determinare gli insiemi dove si ha convergenza uniforme, osserviamo che l'insieme dei punti
di massimo:
{(pn cos 01, p sinb1), (py cos B2, pn sinby) }
ammette (0,0) come unico punto di accumulazione.
Cerchiamo quindi di provare che vi & convergenza uniforme nei complementari degli intorni di

(0,0). Possiamo limitarci ai complementari delle palle centrate in (0,0) di raggio § > 0. Con calcoli
analoghi ai precedenti, si ha

sup [fu(x,y) — fx,y)| = sup [fu(x,y)| = sup |fu(pcosb,psind)|
(xy)ER\B((0,0),0) (xy)ER\B((0,0),0) p=p
6€[0,27]
2”\/§p
2sup — 1 _ —\/2supF
pZI; 1+ n2np? ng ()

Iper provarlo, consideriamo la funzione g(8) := cos 6 + sin 8 su [0, 277], deriviamo e annulliamo la derivata, si ottiene
0 = —sin®@ + cos 6 da cui, posto 0 # 71/2,3/2m, si ottiene tan 6 = 1, le cui soluzioni sono 61 = 7t/4 e 6y = 57/4; siha

8(61)] = [3(62)] = V2> 1 = |g(7/2)| = |(37/2)| = [g(0)| = [g(27)].
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La funzione F, & decrescente su [p,,, +00[ perché p, & il suo unico punto di massimo assoluto e relativo.
Per n sufficientemente grande, si ha p, < p, quindi la funzione F, ¢ decrescente in particolare su
[0, +oo[, e quindi F,(p) > F,(p) per p > p. Ma allora:

Z”ﬂp
Sup |fn(xzy)—f<xly)|=\f25up7n
(xy)€R\B((0,0).9) p>p 1+ 12102
— 2"p
= V2FQ) = Vi

e il termine di destra tende a zero (si vede direttamente oppure ricordando che esso e

|fu(pcos by, psinby)],
e tende a zero per la convergenza puntuale. Quindi si ha convergenza uniforme su ogni chiuso di R
non contenente ’origine.

ESERCIZIO 19.5. Si studi la convergenza puntuale ed uniforme delle seguenti successioni di
funzioni:

1) fu(x) = nxe ™, f,: R = R.

@) fulx )—%,fn R — R.
3) fulx) = % fu:[0,1] > R.
@) fu(x) = (x*—=x)", fn : [0,1] = R.
SVOLGIMENTO.

(1) fissato x € R, si ha che |f,(x)| tende a zero per n — oo, quindi si ha convergenza puntuale
alla funzione nulla f(x) = 0 su tutto R. Se f, convergesse uniformemente, il suo limite uni-
forme dovrebbe coincidere con il limite puntuale e pertanto essere la funzione identicamente

nulla. Calcoliamo f}(x) = ne~"**(1 — 2n2x?), tale derivata si annulla per x;” = 1/nv2 e

X, = —1/nv2.
1

+
sup |fu(x) = f(x)| = sup |fu(x)] > |f(xi)| = —=€
xeR xeR \@
Il membro di destra non tende a zero per n — +o00, quindi non c¢’e¢ convergenza uniforme
su tutto R. L'insieme dei punti stazionari di f,, (x) ammette 0 come punto di accumulazione.
Cerchiamo di vedere se si ha convergenza uniforme nel complementare di una palla centrata
in 0, ovvero su un insieme {x : |x| > €} per ¢ > 0. Osservando che |f,(x)| = | fu(—x)|, si ha:
sup |fu(x) = f(x)| = sup |fu(x)|-
|x|>e |x|>¢
Per n sufficientemente grande, siha x;7, x;, €] —¢,¢[, e quindi |f(e)| > |f(x)]| per ogni |x| > ¢
(il lettore & caldamente invitato a fare un disegno per chiarirsi le idee): la funzione |F| assume
i suoi massimi in x;7, x;;, quindi & crescente in | — o0, x,, [ e decrescente in ]x;/, +-oo[. Si ha

allora:

sup |fu(x) — F(2)] = |fu(e)],

|x|>e
e l'ultimo termine tende a 0 per convergenza puntuale, quindi si ha convergenza uniforme
in ogni chiuso di R non contenente 1’origine.

(2) Si ha che f,(0) = 0 e che se x # 0 allora |f,(x)| tende a zero per n — oo, quindi si ha
convergenza puntuale alla funzione nulla f(x) = 0 su tutto R. Derivando le f,, e ponendo
tali derivate uguali a zero si ottengono due punti stazionari x;} = 1/nex,; = —1/n. Si ha
che |f,(x;F) — f(x)| = 1/2, in particolare & non nullo, quindi non c’¢ convergenza uniforme.
Le successioni di punti stazionari hanno 0 come punto di accumulazione. Con i medesimi
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ragionamenti dell’esercizio precedente si ha che vi & convergenza puntuale in ogni chiuso
non contenente 0.

(3) Siha f,(0) = 0eperx # 0, f,(x) tende a 1 per n — +o0. Quindi le funzioni continue f, sul
compatto [0, 1] convergono puntualmente alla funzione discontinua f definita da f(0) =0e
f(x) = 1sex €]0,1]. Cid esclude che vi possa essere convergenza uniforme su [0, 1]: in tal
caso f dovrebbe essere continua. Proviamo che si ha convergenza uniforme in ogni insieme
del tipo [¢, 1] con € > 0. Infatti si ha:

sup | fu(x) — f(x)| = sup |fu(x) — 1| = sup
le1] le1] le1]

1
1+ nx

_ 1
 1+4ne

che tende a 0 per n — +-oco.
(4) Sihax? —x <1/2per ognix € [0,1], quindi | f,(x)| < 1/2" — 0 per ogni x € [0,1] e quindi
si ha convergenza puntuale ed uniforme alla funzione nulla.



CAPITOLO 20

Lezione del giorno giovedi 14 gennaio 2021
Successioni e serie di funzioni. Convergenza totale (Durata 1"30')

DEFINIZIONE 20.1. Sia I =]a, b[ intervallo di R. Data una successione { f, }nen di funzioni f, :
I — R, consideriamo la nuova successione di funzioni {s, },cn definita da

su(x) = Y £i().
=0

(o)
Le funzioni {s,}uen sono dette somme parziali della serie di funzioni ) _ fi(x). Sias : I — R una
j=0
oo
funzione, diremo che la serie ) _ fj(x):
i=0

(1) converge puntualmente a s o che s & limite puntuale della serie se per ogni x € Isiha 1i_1>n su(x) =
n—oo

s(x), o equivalentemente 1i_r>n ||sn(x) —s(x)|| = 0. In altre parole, se per ogni x € I fissato si
n—oo
n
ha JEI.}O];)]C](X) =s(x)

(2) converge uniformemente a s o che s & limite uniforme della serie se lim ||s,, — s||c = 0.
n—00

(3) converge totalmente a s se vi converge puntualmente ed esiste una successione di numeri reali

{an}nen tale che |f,(x)| < ayperognin e N,x € Ie ) a, < +oo.
n=0

LEMMA 20.2 (Convergenza assoluta). Sia X uno spazio normato completo, { f;}ien € X. Supponiamo

[ee]

che Y ||fillx < +oo. Allora esiste un elemento f € X tale che
=1
N
li — i =0.
N—1>I}zoo f ij 0

j=1 X

[ee]
Tale elemento f & unico e sard indicato con Y _ f;. Diremo in questo caso che i1 fj converge assolutamente a

j=1
£l

N
DIMOSTRAZIONE. Proviamo che la successione {Z f]} € una successione di Cauchy nello
. . ~ . ]:1 NEN . 2 . .

spazio completo X, allora si avra convergenza in X ad un elemento f € X. Poiché per ipotesi la
) N

serie ) _ ||fillx converge in R, la successione delle sue somme parziali {sy = ) _ ||fj[x} deve essere
j=1 =1

di Cauchy, pertanto per ogni ¢ > 0 esiste N € IN tale che se N,M > N siha |[sy —sp| < ¢, ovvero

159
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max{N,M}
Y min(ny |fillx <& Maallora
N M max{N,M} max{N,M}
LAi-XAl =1 L S| = L llk<e
j=1 =1 llx  ||j=min{N,M} ||, j=min{N,M}
N
e quindi effettivamente Z fi e successione di Cauchy. O
=1 ) NeN

N
COROLLARIO 20.3. Se f; é una successione di funzioni integrabili su D e tali che Z/ |fi(x)]dx <
i=1/D

+o0, allora la funzione f(x) = Y 24 fi(x) é integrabile su D, e si ha

/D;fl-(x) dx = ZZ;/Dfl(x) dx

OSSERVAZIONE 20.4. Ricordiamo i seguenti fatti:

(1) La convergenza totale implica quella uniforme, la convergenza uniforme implica quella
puntuale. Nessuna delle due implicazioni opposte e vera.

(2) Data una serie di funzioni { f; } nen continue definite su un intervallo I chiuso e limitato di
R a valori in R, se tale serie converge totalmente ad una funzione s, allora la funzione s &
continua in I.

(3) Data una serie di funzioni { f; } sen continue definite su un intervallo I chiuso e limitato di
R a valori in IR, se tale serie converge totalmente ad una funzione s, allora

/Is(x)dx = ::)/Ifn(x) dx,

ovvero la serie si dice integrabile termine a termine.

efnx . . .
S € siprovi che converge puntualmente in |0, 4-o0[

[o0]
ESERCIZIO 20.5. Si consideri la serie Z
n
n=0
e che la convergenza ¢ totale in |c, +-00[ per ogni ¢ > 0. Si provi che la convergenza non ¢ uniforme
in 0, +ool.

SVOLGIMENTO. Per x < 0 fissato si ha che il termine generale diverge, infatti se n > |x|

e X en2
> — — +oo.
n+x _ 2n

Se x = 0, il termine generale diviene 1/, quindi la serie diverge.

Sia x > 0, applicando il criterio del rapporto si ottiene:

e~ (n+1)x

Tl+1+x:€—x n—+x :e—x 1 <1’
e " n+x+1 1+n$x
n+x

pertanto la serie converge puntualmente per ogni x > 0. Possiamo quindi definire il limite puntuale
s(-) della successione delle somme parziali {sx}NeN-

Sia ora ¢ > 0 fissato e calcoliamo il sup del termine generale

efnx

fulx) = fulx) = —e

n+x’

a1+ n? 4 nx
(n +x)
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Quindi f},(x) = 0 per x = —(1 +n?)/n < 0, e la funzione f,(x) & decrescente su [c, +co[. Si ha allora
che
sup [ fu(x)| = fu(c)
x€]c,+o0]
e quindi

[oe]

Y sup |fn<x>\:iofn<c>

n=0 x€|c,+o0[
e l'ultimo termine converge per la convergenza puntuale. Quindi si ha convergenza totale su |c, +-o0].

Verifichiamo che la convergenza non & uniforme su |0, +-oo[. Per ogni M > N + 1 si ha:

i e~ X N ,—nx i —nx ﬁ e X
sup |s(x) —sn(x)| = sup - = sup > sup
x>0 x>0 g P TX SpntXx x>0nN+1”+x x50 [peNg1 BT X
Valutiamo I’espressione lungo una successione {x;};en con x; — 0F:
M —nx M —nx; M
e . e " 1
swp| ¥ S0 swm |y CT oy L
x>0 |n=Ng1 B HX| e | SN X n=N+1"
) M
o . 1 . . . 1 .
Poiché laserie ) = divergea +oo, esiste M > O talepercui ) - > N, da cui
n=N+1" n=N+1
© ,—nx N —nx
e e
sup Z — > N
0 iy tx [ —in+x

Pertanto al limite per N — oo si ha +o0, che prova come non vi sia convergenza uniforme in ]0, +oo[.

o0
n
ESERCIZIO 20.6. Data la serie ) | PR dimostrare che converge puntualmente e totalmente in
— 1’ +x

[0, +oo0.
SVOLGIMENTO. II termine generale & maggiorato dalla funzione 1/n?% su [0, +oo|, pertanto
Loup| < X0
sup < — < +0o,
n=1 x>0 Tl3 +x n=1 n?

da cui la convergenza totale.

e ntx . )
ESERCIZ10 20.7. Data la serie Z P dimostrare che converge puntualmente in [0, +oo] e

totalmente sui compatti di [0, +oo]. Provare che la convergenza non & uniforme su [0, +oo].
SVOLGIMENTO. Sia K compatto di [0, +-o0], esiste R > 0 tale che B(O, R) D K. Siha allora:
Zn+RO=1
3 sup

<Y —5 —Z +RZ < +oo,
n=1 x€K n

n=1 n=

n3+x

cio prova la convergenza totale sui compatti di [0, +-oo[ e quindi la convergenza puntuale su [0, +-oo[.
Proviamo che la convergenza non & uniforme su [0, +-oo[:

X n+x Ny 4x N 4y
sup| Y AEE Ly HEA s | Y
n3+x n3 +x n3 +x
x>0 |n=1 n=1 x>0 |n=N+1

Valutando il sup su una successione X; che tenda all’infinito, si ha:

N 4y 2N
sup == Z 1=N-1,
x>0 |[n=N+1 n’+x n=N+1

e l'ultimo termine diverge per N — +co.
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oo efn\/}
ESERCIZ10 20.8. Data la serie Z 1

1 dimostrare che converge totalmente in [0, +o0[.
n=1

SVOLGIMENTO. Si ha:
—n\f

nz2+1

i sup

n=1 x>0

<L

da cui la tesi.

ESERCIZIO 20.9. Data la serie log (1+ x* dimostrare che converge puntualmente in |0, +oo
g 2 gep

n=1
- 1} .

e totalmente sui compatti di [0, +oo[. Si provi che
= 1
/ Z log 1 + ) )
n=1
SVOLGIMENTO. Osserviamo che per ogni s > 0sihalog(l+s) < s, infatti considerata g(s) =
log(1+s) —ssihag(0) =0eg'(s) = &5 —1 < 0ses > 0. quindi g(s) < g(0) < 0 per ognis > 0. Si
ha quindi se K & compatto:

[(1 +n?)log (1 + 2

Zsup ‘log <1+ )) < sup | x| Z +o0,

n=1 x€K xeK n—=

perché K é limitato. Cio porge la convergenza totale sui compatti. Pertanto la serie risulta integrabile
termine a termine sul compatto [0, 1] e si ha:

1 X 1+1/n? 141/
/0 log (1+ﬁ) dx:nz/1 logydy—n [ylogy — y]y +1/n?
, 1 1

ESERCIZIO 20.10. Siaa € IN, a > 2. Determinare la somma e il raggio di convergenza delle serie
di potenze:

che prova l'uguaglianza richiesta.

nflzn

[’} a —+o0
Y Y
n=0 n: n=1

SVOLGIMENTO. Consideriamo:

i alzn 1 i a"z" 1 i (az)" o™
n! a n!  a n'  oa
n=0 n=0 n=0
e il suo raggio di convergenza e r = cc.
oo oo
Y anz" " =a ) n(z")"!
n=0 n=0
Posto w = z%, si ha:
Y anz" " =a ) nw" 1=azd—w”:ad— Y w"
n=0 n=0 n=0 w w n=0

:adiu <1—1w> = =P = G- 77

e il suo raggio di convergenza ¢ quello della serie geometrica ), (z?)", quindi si deve avere |z7| < 1
e quindir = 1.
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ESERCIZIO 20.11. Si consideri la funzione:
X 1 t
Si(x) := / st o
0 t

Si scriva il suo sviluppo in serie di potenze e si calcoli Si(1) con un errore minore di 10~3.

SVOLGIMENTO. Si consideri il noto sviluppo in serie della funzione seno:

00 t2n+1

sint = n;](—l)”m.

Sappiamo che il raggio di convergenza di questa serie & +oco. Pertanto possiamo dividere per t e
integrare termine a termine:

Site) = [ [ (rg(—n"(zfjl)!) dtzg/ox ((—1)"<2nt2;1)!dt>

) x2n+1
- Eﬁ(_l)n 2n+1)IQ2n+1)

Tale sviluppo ha raggio di convergenza +oo (per confronto). Valutiamo la serie per x = 1. Si ha:

1 1
_|_

81(1):1—3‘3! RTI

< 1078.

1
7-7!

ESERCIZ10 20.12. Si consideri la serie di funzioni continue nell’intervallo [0, 1]:

dove il primo termine trascurato e

Y nxe ™ — (n+ 1)xe” (MDY,
n=1

(1) Si provi che la serie converge puntualmente in [0, 1] e si scriva la funzione f somma della
serie.
(2) Si studi la convergenza uniforme e totale in [0, 1].

SVOLGIMENTO. Posto f, = nxe_”xz, si ha che la somma parziale N-esima della serie
N N N
sn= ) fu(x) = fur1(x) = Y fulx) = ) fura(x) = fi(x) — (),
n=1 n=1 n=1

perché i termini intermedi si cancellano. Quindi sy(x) = xe™*" — (N + 1)xe~ (N+1** Per ogni x €
[0,1] fissato, si ha lim,, (1 + 1)xe~("1)** = 0, quindi la serie converge puntualmente a f(x) =
xe .

Studiamo la convergenza uniforme:

sup [xe ™ — ;| = sup |[(N+1)xe" VY| = sup |f,11(x)|
xe[0,1] x€[0,1] x€[0,1]

siha fy;11(0) =0e fu1(1) = (N +1)e~ N+,
Gia () = (N4 1) NFDE (N 4 1)202e~ N+ — (N 4 1)e (N0 (1 - 2(N 4 1)2?),
N+1

chesiannullain [0,1] perx = 1/4/2(N +1).

1 > _ N+
2(N+1) 2(N+1)
per N — 400, pertanto la serie non converge uniformemente, quindi nemmeno totalmente.

— 400 che non tende a zero

Con questa scelta, si ottiene: fy1 (
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ESERCIZIO 20.13. Al variare di « € R studiare la convergenza della serie

[oe]

z:(yﬁp+2——¢%><amtﬁl(i)—ﬁog<l%-i>>a-

n=1
ESERCIZIO 20.14. Studiare la convergenza puntuale ed uniforme delle serie
i Vi —sinx\’ i V7 cosx — x™\°
n2xn ’ o 1+ n? '

ESERCIZI1O 20.15. Data la funzione

-5 -os(2)).

si provi che f & continua in [—1,1], di classe C? in ] — 1, 1], e che ha un minimo assoluto per x = 0.
ESERCIZIO 20.16. Studiare la convergenza puntuale ed uniforme della serie

> x" nom
S(x) =Y in > + arctan — — = ) .
(x) n (sm . + arctan T 2)

n=1

Si dica se esiste lin}] S(x), e in caso affermativo lo si calcoli.
x—



CAPITOLO 21

Lezione del giorno giovedi 14 gennaio 2021
Passaggio al limite sotto il segno di integrale (Durata 1710’)

Los Alamos non era ancora pronto. Bob Wilson volle sfruttare il tempo rimasto per mandarmi a Chicago,
a scoprire tutto il possibile sulla bomba e i problemi connessi. Poi avremmo cominciato a costruire nei nostri
laboratori la strumentazione che sarebbe servita a Los Alamos. Non avremmo perso tempo. Fui mandato a
Chicago con il compito di contattare un primo gruppo, spiegare ai membri che avrei lavorato con loro e che
percid dovevano espormi i problemi in modo abbastanza dettagliato da permettermi di occuparmene subito. Poi
dovevo contattare un altro gruppo, farmi indicare un altro problema. Cosisarei stato al corrente di tutto.

Era un’ottima idea, anche se la mia coscienza protestava perché tutti si davano un gran da fare a spiegarmi
le cose e poi io me ne andavo senza aiutarli. Ma fui molto fortunato: quando qualcuno mi spiego uno dei primi
problemi matematici, chiesi: - Perché non prova a differenziare sotto il segno integrale? - Ci provo, e lo risolse in
mezz'ora dopo averci lavorato per tre mesi. Qualcosa combinai dunque, usando la mia “cassetta degli attrezzi”
personale.

Feynman R., “Sta scherzando Mr. Feynman!”, Zanichelli, pag. 105.

DEFINIZIONE 21.1. Sia K C R". La funzione caratteristica xx : R" — {0,1} di K & definita da
xx(x) =0sex & K, xx(x) =1sex € K.

TEOREMA 21.2 (della convergenza monotona di Beppo Levi). Siano D C RY un insieme misurabile,
{fu: D — [0, +00[}neN una successione di funzioni misurabili non negative, f : D — R una funzione tali
che:

(1) la successione é crescente: fi(x) > fij(x)sei > jperognix € D,i,j € N;

(2) la successione converge puntualmente g.0. a f: per g.0. x € D vale lgn fu(x) = f(x).
n—oo

Allora f é misurabile e vale:

/Df<x)dx: lim /D fu(x) dx.

n—oo

LEMMA 21.3 (di Fatou). Siano D C RY un insieme misurabile, {f, : D — [0, +oo[}en una
successione di funzioni misurabili non negative. Posto per ogni x € D

f(x) = liminf f, (x),
Allora f é misurabile e vale:

[y < timiné [ fu(x)dx

TEOREMA 21.4 (della convergenza dominata di Lebesgue). Siano D C R® un insieme misurabile,
{fu: D = R} eN una successione di funzioni misurabili, f : D — R una funzione tale che per q.0. x € D

f(x) = lim f, (x).

Supponiamo che esista ¢ € L'(D) tale per cui per ogni n € N valga |f,(x)| < g(x) per g.0. x € D (ovvero
fn &dominata da g). Allora

[ fax=tim [ f(x)ax

n—oo
ESERCIZIO 21.5. Si dica:

165
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(1) per quali valori del parametro a € R la funzione f(x) = e*/x ¢ integrabile su [a, +oo[.

(2) se la funzione f(x) = _

-1
¢ integrabile su [0, 1] e su [0, +oo].

SVOLGIMENTO.
(1) La funzione integranda e singolare in 0 e l'intervallo di integrazione e illimitato superior-
mente. Distinguiamo pertanto vari sottocasi.

(@) Sia 0 < a < 1. La funzione f & positiva e continua sul compatto [a,1], pertanto
integrabile.

(b) Siaora M € N, M > 1. Poiché per ogni x € [1,4oo[ vale f(x) < e ¥, studiamo pre-
liminarmente l'integrabilita su [1, +oo[ di e™*. La successione {x[1,m)(*)e™ } pen {0} €
una successione crescente di funzioni positive e converge a x[;, o[ (¥)e* puntualmente,
pertanto per il Teorema della Convergenza Monotona:

—+o0
/1 e tdx = /IRX[LJFOO[(X) dx = I\}Ignoo/ X1, (

Quindi X1 40[(x)e”" & integrabile. Inoltre xp a(x)f(x) (che & positiva) & in modulo
dominata dalla funzione integrabile x|; 4[(x)e " e converge puntualmente alla funzio-
ne X[1,+o[(X)f(x). Pertanto per il Teorema della convergenza Dominata X[, e[ (%) f (%)
risulta essere integrabile.

(c) Dai punti precedenti, la funzione f & integrabile su [a, +oo[ per ognia > 0.

(d) Studiamo ora la convergenza in [0,7] con r > 0. Poiché lim+ e ¥ =1, si ha che esiste
x—0

1
0 < & < 1 tale per cui f(x) > 7y € 0 < x < ¢, in particolare per ogni n € IN tale che
0 < 1/n < esiha che f & continua sul compatto [1/n,¢| e
€ 1 1 1
> Cdx = - ,
/1/nf(x) dx > Z/JRXW”’E](X)xdx 2(log£ log(1/n))

La successione Xj1/y,,] (x)1 & una successione crescente di funzioni positive e per n —
+00 converge a Xjo /] (%) 1 Per il Teorema della Convergenza Monotona si ha

1 loge —log(1/n
/RX}O,S]( )2 dx = lim */Xl/ns] dx = lim 28 Zg( ):+oo

n—-+oo 2 n— 400

1
Poiché f(x) > 7% in ]0, ¢], si ha che

/Orf(X)de/Osf(x)dxz/oszlxdx:_koo'

In definitiva, f € integrabile in [a, +oo[ se e solo se a > 0.
(2) Posto f(0) = —1, si ha che f & continua sul compatto [0, 1], quindi integrabile. Tuttavia essa
non ¢ integrabile su [1, +oco], infatti se lo fosse si avrebbe che

1 e ¥ —1 e~

X X X

si scriverebbe come differenza di funzioni integrabili su [1, 40|, in quanto e~/ x & integra-
bile su [1, +oo[ per il punto precedente. Quindi x — 1/x sarebbe integrabile su [1, +oo],
tuttavia si ha che 1/x & limite puntuale per M — oo della successione crescente di funzioni
positive x[; 41 (x)1/x, pertanto per il Teorema della Convergenza Monotona

) M
/ dx :/ lim M](x)dx: lim / d—x: lim log M = +oo0.
1 R 1

X M—+o0 X M—+o0 X M—+o0
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Pertanto f non & integrabile su [1, +co[. Essendo integrabile su [0, 1], si conclude che non &
integrabile su [0, +-oo[ perché altrimenti si avrebbe che 'integrale su [1, 400 si scriverebbe
come differenza delle funzioni integrabili x[o 1co[f € X[0,1)f € quindi si avrebbe integrabilita
anche su [1, 4-o0[, assurdo.

—X

—+00
1‘:_7]“, calcolare il kh_)r?o ; fr(x) dx.

SVOLGIMENTO. La successione X, 4o[fx € una successione di funzioni positive puntualmente
convergente alla funzione identicamente nulla, inoltre si ha

ESERCIZIO 21.6. Sia fi(x) =

e—x
1+x
La funzione x| o[ (%) £ & continua sul compatto [0, 1], quindi integrabile in [0, 1], ed & maggiora-
ta dalla funzione e */x per x > 1, essendo e~ */x integrabile su [1, +-00[, come visto nell’esercizio
precedente si conclude che X1y 4[(x) f% ¢ integrabile anche su [1, +-oo[ e quindi su R (infatti & iden-
ticamente nulla per x < 0). Essendo quindi | (g 4[(x) f ()| maggiorato da una funzione integrabile,
e possibile applicare il Teorema della Convergenza Dominata ottenendo

|X[0,+00[ () ft ()] = X[0,+00[ (%) f(¥) < X[0,400[(¥)

+o00
lim fr(x)dx = 0.

k—o0 J0

+o00
ESERCIZIO 21.7. Sia fi(x) = v/xe ¥, calcolare il lim fr(x) dx.

k—0o0 JO
SVOLGIMENTO. La successione X (g, [ fk € una successione decrescente di funzioni positive pun-
tualmente convergente alla funzione identicamente nulla. Per applicare il Teorema della Convergen-
za Dominata ¢ sufficiente mostrare che x|y 4o f1 € integrabile, a questo punto si avra
+o0

lim fr(x)dx = 0.

k—o00 J0
Fissiamo M > 0 e osserviamo che la funzione X[o 4.[f1 € continua quindi senz’altro integrabile su
[0, M]. Osserviamo che si ha

Al L X2
xgrfoo Ji/xz - xgrfoo et 0

(si applichi la regola di de 'Hopital per convincersi di questo fatto). In particolare, si ottiene che

esiste M > 0 tale per cui f;(x) < 1/x% per ogni x > M. Proviamo quindi che la funzione 1/x? & inte-

grabile su [M, +oo], in tal modo si otterra che anche f; & integrabile su [M, +oo[ e quindi su [0, +o0|

essendo integrabile anche su [0, M]. La funzione x[j ;c[(x)/x? & limite puntuale per N — +co della

successione crescente di funzioni positive xu,n((x)/ x? Tali funzioni hanno integrale 1/M — 1/N,

quindi X[, +eo[(X) /x> & integrabile e il suo integrale vale 1/ M. Pertanto f; & integrabile su [0, +oo].

ESERCIZIO 21.8. Sia fi(x) = vk + xe . Si dica se vale il passaggio al limite sotto il segno di
integrale:

—+o0 —+o0
I dx = / I dx.
k—1>r4r-loo 0 fk(x) * 0 k—1>r—&l:100fk(x) *

SVOLGIMENTO. Le funzioni f; sono positive e convergono puntualmente in |0, +oo[ alla funzione
nulla, pertanto il membro di destra e 0. Si ha poi:

A T A O Y e A A

1—e ¥ oo
=2k 7 + \/E/ Ve dx
k

1—e ¥ oo k
<2 - + \[2/0 Vxe ™ dx.
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Il primo addendo ¢ infinitesimo per k — +o9, il secondo anche per l'esercizio precedente, pertanto il
passaggio al limite richiesto e verificato.

ESERCIZIO 21.9. Calcolare il seguente limite:

fim +oo(_1)m | sin nx\l/k

: dx,
k—0t+ J1 X

dove | x| indica la parte intera di x.

SVOLGIMENTO. L'integranda & maggiorata in modulo dalla funzione integrabile 1/x2, e per x #
1/2+k, k € IN converge puntualmente alla funzione nulla. Detto N := {x # 1/2+k : k € N},
questo insieme ha misura nulla, pertanto si ha, passando al limite:

lim +°°(_1)LXJ | sin 7ex[!/F dx, = 0.
k—0+ J1 x2
. k/m e
ESERCIZIO 21.10. Sia gi(x) = 152 k € IN'\ {0}. Si verifichi che:

(1) gk>0e/]ng(x)dx:1;

(2) per ogni ¢ > 0 si ha che g converge uniformemente a zero su {x : |x| > ¢};
(3) per ogni funzione continua e limitata f vale

lim / au(x)f(x)dx = £(0).

k—+o0o JR

SVOLGIMENTO. E ovvio che g > 0 per ogni x € R, k > 1. Calcoliamo

/ / kdx 1/ dy 1
8ilx R1+x%2  mw/rR1+y2

Fissato ¢ > 0,siha 0 < g¢(x) = gx(—x) < gx(e) per ogni x > ¢, e gx(¢) — 0T se k — +oo, pertanto si
ha convergenza uniforme a zero su {x : |x| > ¢}. Si ha:

/gk - /RHyzf(y/k)

Per ogni k, la funzione f(y/k) /(1 +y?) & maggiorata in modulo dalla funzione integrabile || f||o0 /(1 +
y?), pertanto per il Teorema della Convergenza Dominata si ha:

. 1 _ f(0) dy _
lim [ g(x)f(x)dx = [ lim y2f< y/Rdy =2 [ 37 = f0)
ESERCIZ10 21.11. Calcolare:
hrn1 +OoSiﬂdx
koo k J1/k X2 '
SVOLGIMENTO. Posto y = kx, si ha:
1 oo sinx /+°° sin(y/k) d dy /+°° sin(y/k) P
ke 2 %7k R k —h 2

L'integranda e in modulo maggiorata dalla funzione integrabile 1/ yz. Applicando il Teorema della
Convergenza Dominata si ha che il limite e nullo.

ESERCIZIO 21.12. Si dica per quali valori @ > 0 & integrabile su [0, +oo[ la funzione

ad 1
Bl =L e
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SVOLGIMENTO. Poniamo:

1 n
f’?:x“—kk“' ﬁzz

Siha che ff > 0, pertanto s} € una successione crescente di funzioni positive puntualmente conver-
gente a F, quindi:

+o0 +o00 +0o0
/ Fy(x)dx = lim su(x)dx = lim Z/ fi(x
0

n—oo 0 n—oo
Ricordando che
too 1t dx 1 [t kdy 1 [t dy
& = — _— —
o fiEdx= k”‘/o (x/k)* +1 k"‘/o v+ 1 k"‘_l/o v+ 1

Per confronto asintotico, 'ultimo integrale converge per a > 1, in tal caso si ha:

. +o0 +o00 dy +o00
nlgrc}oZ/ filx dx_gro}ozk“l/o y”‘—i—l_/o +1H>ozka

e 'ultima serie converge se e solo se « —1 > 1 ovvero a > 2. Quindi F, ¢ integrabile su [0, +c0 se e
solose o > 2.

ESERCIZIO 21.13. Per ogni k € IN'\ {0} sia fx(x) = k*(x — k)*X[k_1/k+1/k (x). Verificare che f;
converge uniformemente a zero sui compatti di R, tuttavia

[ i [

SVOLGIMENTO. Sia K un compatto di IR, in particolare esso € limitato ed esiste R > 0 tale per cui
|x| < Rsex € K. Maallora: sek > R+1sihaKN[k—1/kk+1/k] = @, e quindi fx(x) = 0 per
ogni x € K da cui la convergenza uniforme su K alla funzione nulla. Si ha quindi che l'integrale del
limite delle f; € nullo.

d k+1/kk3 k)2 d 1/kk32d 2 1/kk32d 2
/Rfk(x) x—/kl/k (x —k) X—/l/k ydy = /0 vy =3,

e quindi il limite degli integrali delle f; vale 2/3.

ESERCIZIO 21.14. Data una funzione ¢ € C*(RR) tale che I'insieme S = {x € R: ¢(x) # 0} sia
limitato si provi che:

/ log |x|¢(x) dx = lim 9(x) dx.

e—0t ]R\[—g,g] X
SVOLGIMENTO. Si ha che |log |x|¢'(x)| < ||¢'|le] log |x||xs(x). Proviamo che log |x|xs(x) & in
L. S S . D’altra
parte si puo calcolare facilmente che si ha:

1
/ |log |x|| dx = 1,
0
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e analogamente in [—1,0]. Quindi log |x|xs(x) & integrabile in [—1,1] U S e quindi in S. Si ha allora:

/ log |x| ¢’ (x / log [x]¢’ (x (}ir(ggxm[_g,g](xo dx
I / S H /
—;%AmmmmwwMM—gﬁugwwuw
= lim ( [log |x|g(x +/ (P log|x|(p( +°°+/ )dx>
e—0t

=gggmg@x¢@>—¢«f»—+1+w ) ay

— lim e de

e—=0t Je X

= lim (x) dx.
e—0t IR\[—g,e] X

e I'ultimo termine ammette limite finito se ¢ — 0.

Per provare che
lim log(e)(¢(e) — ¢(—¢)) =0

e—0t
si @ usato che:

|log(e) (¢(e) — (—¢))| < 2[|¢'|we|loge| — 07
in quanto ¢ e regolare, quindi

0(e) — 9(~e) = [ ¢'(s)ds < 2¢] g

ESERCIZIO 21.15. Studiare la convergenza puntuale della successione di funzioni definita da
2 .
un(t) = n*sin(nt) sete|-%, 2],
0 altrimenti.

Data una funzione ¢ € C®(RR) tale che I'insieme {t € R : ¢(t) # 0} sia limitato, si calcoli
lim [ u,(t)e(t)dt.

n—oo JR

SVOLGIMENTO. Si ha u,(0) = 0 per ogni n € N, pertanto lim,_,. u,(0) = 0. Sia f # 0. Se
n > 7t/|t| si ha che |f| > 7t/n e pertanto per n > 7t/|| si ha u,(f) = 0. Quindi 11m u,(f) = 0. Si

conclude che u,, converge puntualmente a 0. Calcoliamo:

T/n T -
| uonydt= [ ”%MMWWﬂZ/WMMMHM%:[ﬁmw%%?%,

w/n o
—/ ssms )/ ¢(0) ds+/ ssmsfg(i? ds
—/ ssins /n)/ ?(0 )ds+n(P( )/_Zsinsds:/stsinsgo(S/ns)/;q)(o)ds

Passando al limite e utilizzando il Teorema della Convergenza Dominata, si ottiene:

s

im [ u,(t)e(t)dt = (p’(O)/ ssinsds

n—oo JR -7

=2¢'(0) /nssinsds =2¢'(0) ([—s cos sl + /n cossds>
0 0
= 27¢’(0).



CAPITOLO 22

Lezione del giorno venerdi 15 gennaio 2021
Forme differenziali (Durata 2"50’)

Cominciamo con alcuni richiami di teoria.

DEFINIZIONE 22.1. Sia D aperto nell’ R-spazio X di dimensione finita . Una forma differenziale
reale di grado 1 (o 1-forma) su X (di classe C% ¢ una funzione (di classe CY) w : D — X* da D nel
duale X* di X. Se su X é stata scelta una base, indicata con {dx; : i = 1..n} la base duale, ogni
1-forma si scrive in modo unico:

w(x) = wi(x)dxy + ... + wp(x) dxy
dove i coefficienti w;(x) € C‘(D,R) esprimono w nella base data.

DEFINIZIONE 22.2. Una 1-forma w su D si dice esatta su D se esiste f : D — IR tale che per ogni
x € D siabbiadf(x) = w(x). Ogni tale f si dice primitiva di w.

PROPOSIZIONE 22.3. Se w é esatta e D e aperto connesso, allora due primitive di w differiscono per una
costante.

DEFINIZIONE 22.4. Una 1-forma differenziale con coefficienti differenziabili si dice chiusa se
vale:
dw;j(x) = djwi(x)
perognix € D,i,j=1..n
TEOREMA 22.5. Condizione necessaria affinché una 1-forma differenziale con coefficienti differenziabili
sia esatta é che sia chiusa.

DEFINIZIONE 22.6. Una 1-forma w su D si dice localmente esatta su D se per ogni x € D esiste
un intorno aperto U di x in D tale che wy sia esatta.

TEOREMA 22.7. Sia D aperto di R", sia w € CY(D, (R")*) forma di classa C'. Essa ¢ chiusa se e solo se
e localmente esatta.

DEFINIZIONE 22.8. Sia X spazio di dimensione finita su R, D aperto di X. Siano a,b € R. Un
cammino in D & una funzione & : [a,b] — D continua e C! a tratti. Un cammino si dice circuito se gli
estremi a(a) e a(b) coincidono.

DEFINIZIONE 22.9. Sia w : D — X* una 1-forma di classe C° e sia a : [2,b] — D un cammino.

L’integrale di w su a é&:
/w:%fmmwmw
o a,b

Aw:gﬁwﬂwmwm

TEOREMA 22.10. Sia w : D — X* una 1-forma di classe C°. Sono equivalenti:

(1) weesattain D
(2) sew, B sono cammini in D con la stessa origine e lo stesso estremo, allora [ w = [ gl

in coordinate:

(3) per ogni circuitoy di D siha [ w =0

171
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DEFINIZIONE 22.11. Siano &, 8 : [a,b] — D due circuiti. Un’omotopia da « a f in D & una mappa
continua h : [a,b] x [0,1] — D tale che

(1) h(t,0) = a(t), h(t,1) = B(t) per ogni t € [a,b];
(2) h(a,A) = h(b,A) per ogni A € [0,1]

TEOREMA 22.12. Se w ¢ una 1-forma continua e localmente esatta in D, a, B sono circuiti omotopi in D,

allom
/w = / w
o B

DEFINIZIONE 22.13. Uno spazio topologico si dice connesso per archi se ogni coppia di punti
puo essere congiunta da una curva continua. Si dice semplicemente connesso se € connesso per archi e
ogni circuito € nullomotopo (cioe omotopo ad un circuito costante).

PROPOSIZIONE 22.14. Se D ¢ aperto semplicemente connesso di X e w € C°(D, X*) e localmente esatta,
allora ¢ esatta. In particolare sugli aperti semplicemente connessi, le forme chiuse di classe C' sono esatte.

DEFINIZIONE 22.15. Un sottinsieme D di X si dice stellato rispetto ad un punto xy se per ogni
x € D, il segmento {Axg+ (1 —A)x: A € [0,1]} & tutto contenuto in D.

LEMMA 22.16 (Poincaré). Una 1-forma chiusa di classe C' su un aperto stellato D ¢ esatta su D.

PROPOSIZIONE 22.17. Sia D aperto semplicemente connesso di R?, siano ay,...,a, € D, sia w 1-
forma localmente esatta in D \ {ay, ..., an }. w éesattain D\ {ay, ..., an} se e solo se detti 1, ..., ym circoli
positivamente orientati centrati in a;j e non contenenti altri ay al loro interno, si ha |, LW = 0 per ogni

]

j=1,..,m.
DEFINIZIONE 22.18. Sia S C R". Diremo che S & un cono se per ogni A > 0, x € S vale Ax € S.

DEFINIZIONE 22.19. Sia w € R. Una funzione f = f(xy, ..., X, ) definita su un cono S di R” si dice
funzione (positivamente) omogenea di grado « se per ogni (x1,...,x,) € S, A > 0siha f(Axy,.., Ax,) =
A F (X1, ey X))

PROPOSIZIONE 22.20 (Eulero). Sia data in D la forma w = M(x,y) dx + N(x,y) dy. Supponiamo w
chiusa e M, N funzioni omogenee di un comune grado di omogeneita « # —1. Allora qualunque sia il dominio
D, w e integrabile in D e il suo integrale indefinito é dato da:

xX,Y) =
floy) =~ 1
ESERCIZIO 22.21. Si consideri la curva parametrizzata da

(1) = (£3,3t2) pert € [0,1/2]
1 ((1-£)/6,(1—1) perte[1/2,1].

(a) Siabbozzi un disegno di -y e se ne calcoli la lunghezza;
(b) date le forme differenziali

[xM(x,y) + yN(x,y)]

w1 = ydx + ydy, wy = ydx + xdy,

/wl, /wz
Y Y

SVOLGIMENTO. La curva -y (t) & costituita dalla giustapposizione di 1 : [0,1/2] — R?, definita
day1(t) = (£3,3t?) e 72 : [1/2,1] — R? definita da 12 (t) = ((1 —t?)/6, (1 —t2)).
(1) Rappresentiamo ;. Dalla parametrizzazione 71 (t) = (x(t),y(t)) si ricava che t = /x, da
cuiy = 3x%/3 per 0 < x < 1/8. Tale funzione & concava e strettamente crescente; si ha
71(0) = (0,0) e 12(1/2) = (1/8,3/4).
Per quanto riguarda ;(t), dalla parametrizzazione si ricava che 1 — t* = 6x, dacuiy = 6x e

si calcolino
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sihav2(1/2) = (1/8,3/4), 72(1) = (0,0). La curva v & un circuito percorso in senso orario.
Calcoliamone la lunghezza. Le matrici Jacobiane della parametrizzazione sono:

e = (5 ). e = (0 )

per la regola di Binet, per calcolare I’elemento di misura 1-dimensionale (ovvero di lunghez-
za), € necessario sommare i quadrati dei determinanti dei minori di ordine 1 (ovvero i singoli
elemeni) ed estrarre la radice. Si ottiene:

Wi (F) = VIt 4362 =3tV2+4 per0<t<1/2,
BT VE/OF AR = VBTH/3 perl/2<t <],

Quindi:
1 1/
lunghezza(y) :/ w1 () dt:/ 3tV 12+ dt-l-/ 7tdt
0 0

1/4 17/4 /37
zi/ \/w+4dw+—:§/ M2z 4 Y7
0

8
/2)2= 5/4+\/ﬁ 17/17 ey \ﬁ

z=17/4 8 8

=z

Verifichiamo il risultato ottenuto: dal teorema di Pitagora, essendo 72 un segmento di retta,
si ha che la lunghezza di 7, & pari a 1/(3/4)2 + (1/8)2 = /37/8. Per quanto riguarda la
lunghezza di 71, essa e I'arco di equazione y = 3x2/3,0 < x < 1/8, pertanto la lunghezza &
data da:

/ 1+ 2dx = / 1+ 4x2/3dx = / 1+ 423> dt
0 0 0
1/2 1717
_ / 3tV 4 4dt = \Sﬁ ~8.
0

che conferma il calcolo precedente.
(2) Poniamo w; = w¥dx + w! dy per i = 1,2. La condizione di chiusura porge: dyw? = 1,
axw]{ = 0, quindi w; non é chiusa. Si avra:

1/2
fydx+ydy / 32 3t2dt+/ 312 6tdt+/

T2

—+—+ 6xdx+ 6x 6dx
160 1/8 J1/8

9 3

:160+32 64 32 ~ 320

Per quanto riguarda w; si ha che w, = df(x,y) con f(x,y) = xy, pertanto essa ¢ esatta.
Essendo 7y un circuito, I'integrale di w; su di esso e nullo.

ESERCIZIO 22.22. Si consideri la forma

x + By
W=7 v dx +
con B,C numeri reali, definita su IR? \ {(0,0)}.

a) Determinare tutti i valori B, C tali che w sia chiusa;

b) per tali valori provare che w & esatta in QO = {(x,y) : x > 0,y > 0} e calcolarne un
potenziale;

¢) per ivalori di B, C di cui al punto a) determinare l'integrale curvilineo di w sulla circonfe-
renza unitaria, percorsa in senso antiorario;

Cx+y
72 Y
xX-+vy



174 22. Forme differenziali

d) dedurre da c) i valori di B, C per cui w @ esatta in R? \ {(0,0)}.

SVOLGIMENTO. Poniamo w = wy dx + wy dy.

a) La condizione di chiusura & d,w, = dywy, da cui si ricava (x2 4+ y? # 0):

9 <x+By> 9 (Cx+y>
oy \ x% +y? ox \ x2 4 y?
B(x* +y?) — (x +By)2y _ C(x*+y?) — (Cx +y)2x
(2 + y2)2 (2 + y2)2
Bx? + By? — 2xy — 2By* = Cx® + Cy? — 2Cx* — 2xy
(B— C)(x* + y*) = 2By* — 2Cx?

e tale identita deve valere per ogni (x,y) € R?\ {0,0}. Scegliendo ad esempio x = 0 e
y = 1 si ottiene: B— C = 2B da cui C = —B, quindi sostituendo di nuovo 2B(x? + y?) =
2By? + 2Bx? che & verificata sempre per ogni B € RR. Pertanto w & chiusa se e solo se C = —B.

b) Per C = —B si ha che w ¢ chiusa, quindi ¢ esatta sul semplicemente connesso (). Scegliamo
un punto di (), ad esempio (1,1). Un potenziale & dato da:

u(x,y) = / w,
Vixy)
dove 7(y,) ¢ un qualunque cammino in () congiungente (x,y) € Q al punto (1,1) € Q

(¢ il potenziale tale per cui u(1,1) = 0). Scelto per 7, ) il cammino formato da segmenti
paralleli agli assi, si ha per C = —B:

x v
u(x,y) :/1 c¢Jx(if,1)cltf+/1 wy(x,s)ds
*t+B /y Cx+s

RS 2+s2

/x2t+ZB /ny-f—Sds

T2 2 +1 1 x2 452

_ 1 ’ ny+s

[log(t +1) + 2Barctan t]!= +/ 7~+s7~

YCx+s

_ 2
_Elog(x —|—1)—|—Barc’canx—log\f—T—i—/1 2ra®

1 Cx S
=1 2 +1 —1 + + ——ds + / —_
> og(x ) Carctanx — log \f L 21 ds | 21 ds

= %log(x2 +1) — Carctan x — log V2 + Tn+
y 1 ds 1 -
+ C/ — a8 + f[log(xz + sz)]zj
1 s x 2
+ —
= %log(x2 +1) — Carctan x — log V2 + %4—

C/y/ 1 dz+110 (P +y?) — lo (*+1)
yr 1422 & y &

1
— —Carctanx — log v/2 + T + Carctan(y/x) — Carctan1/x + 5 log(x* + v?).
Osserviamo che effettivamente si ha:

u(1,1) = —Carctan1 — log V2 + % + Carctan(1) — Carctan(1) + %log(2) =
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Verifichiamo il risultato ottenuto, ricordando che C = —B:
C/x y Cx+y
dy =
u(x,y) = l+y2/x2+x2+y2 2412
_ C y/x? C 1 X  x+By
Out(xy) = 1+x2+Bl+y2/x2 1+1/x2 ( x2>+x2+y2_x2+y2

¢) Parametrizziamo la circonferenza con 7y(t) = (cos 6, sin6), 6 € [0,27]. Si ha:

27 27
/w:/ (cosQ+Bsin9)(—sin9)d9—|—/ (—Bcosf +sinf) cos 6 do
0 0

27
= / (—sinGcosG—BsinZG—Bcosz(9+sin9C050> df = —27B
0

d) In R?\ {(0,0)} ogni circuito semplice & omotopo o ad una costante o ad una circonferenza
centrata nell’origine di raggio 1. Affinché l'integrale di w su tutti i circuiti sia nullo, occorre
e basta che sia B = C = 0. In tal caso, si ha il potenziale ii(x,y) = 3log(x>+y?) su

R\ {(0,0)}.

ESERCIZIO 22.23. Si determini il numero reale &« in modo che la forma differenziale

= <2+\/?) dx + <1+,/zxx) dy
x y
sia esatta nel quadrante x > 0, y > 0. Si trovi il potenziale U(x, y) tale che U(1,1) = 2.

SVOLGIMENTO. Scriviamo:

w — \/gdx+ \/gdy—i—de—i—dy =: w1 +df2(x,y)

con fo(x,y) = 2x + y. Pertanto w & chiusa se e solo se w; € chiusa. La condizione di chiusura per w;

porge:
\/; ox \/

Z\ﬁf y
1 1

25 2yx

quindi & = 1. Poiché il primo quadrante aperto ¢ semplicemente connesso, si ha che con questa scelta

di « la forma & esatta su di esso.
w = \/2dx+ \/jdy+df2(x,y)

Un potenziale sara dato da u(x,y) = fi(x,y) + f2(x,y) + ¢, con f; potenziale di wy e ¢ € R. 1l
potenziale di w; nullo in (1,1) & dato da:

filxy) = L( w1,

xy)
dove 7(x) € un qualunque cammino nel primo quadrante congiungente (1,1) a (x,y). Detto w1 =
wf dx + w{ dy, scelto un cammino composto da segmenti paralleli agli assi,

filey) = [ @i nds+ [Mwlxndi=2(vE - 1)+ VR)(VT - 1) = 25— 1),
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Siha f»(1,1) =3, per cuise f1(1,1) = 0 si dovra prendere ¢ = —1. Il potenziale desiderato &:
U(x,y) =2\/xy+2x+y—3.
Verifichiamo il risultato ottenuto: banalmente U(1,1) = 2, inoltre 0, U(x,y) = \/y/x+2ed,U(x,y) =

Vx/y+1

ESERCIZIO 22.24. Si consideri la forma differenziale:

— COSs 1 ay COSs 1 1_x
©= <<x—1>y—1) -y 1™t <(x_1>y_1> (G-ny-12%

nell’aperto Q = {(x,y) : (x — 1)y < 1}.
a) Sidisegni () e si dica se ¢ semplicemente connesso;
b) si determini a € R tale che w sia esatta in ();
c) per tale a si calcoli il potenziale che in (0,0) vale sin 1.

SVOLGIMENTO. Poniamo w = wydx + wy dy.

a) Q ¢ la regione di piano delimitata dal grafico dell'iperbole y = —L e contenente il punto
(1,0). Tale regione & semplicemente connessa (esiste un omotopla in () che porta un qua-
lunque circuito in ) in un circuito appartenente ad un intorno stellato dell’asse y contenuto
in Q).

b) Affinché w sia esatta in () occorre e basta che sia chiusa, ovvero d,wy = dyw,. Posto v =

(x—1)y—1,siha
(o (1) )

)8 3030

(= (0) %) 5oy

=ay(x — 1)880 <cos <21)> 012> +acos <i) %
s = (s (=) o oy)

“a (o (1) =) e (= () &)

=(1- x)y;v <cos (3}) 012) — cos (3}) %

Non e necessario procedere oltre con i calcoli: si ha immediatamente infatti a = —1.
c¢) Siha, postov(x,y) = (x — 1)y — 1:

Oywy =

w— 1 -y N 1 1—x
C“((x—l)y—l) G-y 12" *“’S(o«—l)y—l) G-y —12%

— 1 g . COS ((1_1> (ydx + (x — 1)dy)

((x =1y - x=1)y
= ;; sin(1/v) - dv(x,y)
dacuiw =df(x,y) con f(x,y) = sin ( &y )> sin <(x—11)y1> Cerchiamo U(x,y) =

f(x,y) + K tale che U(0,0) = f(0,0) + K = sin1, quindi K = 2sin 1.



CAPITOLO 23

Lezione del giorno martedi 19 gennaio 2021
Equazioni totali (Durata 3"20')

OSSERVAZIONE 23.1. Consideriamo l'equazione differenziale:

dy _ N(xy)
dx M(x,y)

dove N e M sono funzioni definite in un aperto D di R? a valori in R. La soluzione di quest'equazione
e una funzione regolare y = y(x) definita su un intervallo I di R e a valori in un intervallo J di R.

Una formula esplicita della soluzione pud spesso essere difficile da determinare. Cerchiamo
quindi soluzioni in senso geometrico nel modo seguente: cerchiamo F : D — R tale che posto

I'.:={(x,y) € D: F(x,y) =c}, cER,

si abbia che tutte le funzioni y = y(x) implicitamente definite da I'. risolvano l'equazione differen-
ziale di partenza.

Per il teorema di Dini, se & possibile esplicitare localmente y = y(x) si ha che

dy  0yF(x,y)

dx — 9,F(x,y)
e, d’altra parte, per 'equazione differenziale si deve avere:

dy _ N(xy)
dx M(x,y)

DEFINIZIONE 23.2. Siano N, M : D — R funzioni continue su un aperto D C R3,F:D — Rdi
classe Ct e A : D — R\ {0} di classe C° Diremo che F risolve I'equazione totale w = 0 con w(x,y) =
N(x,y)dx + M(x,y) dy tramite il fattore integrante A(x,y) se il campo

G(x,y) = (A(x,y)N(x,y), A(x, y) M(x,y))

& conservativo e F ¢ il suo potenziale, ovvero VF(x,y) = G.
Diremo anche che F(x,y) = c & integrale generale di w = 0.

OSSERVAZIONE 23.3. Se F risolve ’equazione totale con il fattore integrante A(x, y) allora
VE(x,y) = (xF(x, ), 0yF(x,y)) = (A(x, y)N(x,y), A(x, y)M(x,9))
Per il Teorema di Dini, posto
I.:={(x,y) € D: F(x,y) =c}, ceR,
se attorno ad un punto di I'; & possibile esplicitare y = y(x) si ottiene

dy  0:F(x,y) N(x,y)

dx _ayF(x,y)  M(x,y)’

ovvero I'; e la soluzione geometrica richiesta.

177
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OSSERVAZIONE 23.4. Una soluzione classica 7(x) & sempre una soluzione geometrica, basta pren-
dere F(x,y) =y —j(x) e A(x,y) = M(x,y). Tuttavia la soluzione geometrica pud avere senso anche
quando non ¢ possibile definire una soluzione classica, ad esempio nei punti dove M(x,y) = 0 e
N(x,y) # 0. In tali punti, infatti, il Teorema di Dini non pud essere applicato per esplicitare y = y(x),
perd pud essere usato per esplicitare x = x(y) ottenendo in un intorno per la funzione implicitamente
definita da I';

dx  M(x,y)

dy ~ N(xy)

Nel linguaggio delle forme:

DEFINIZIONE 23.5. Sia data una 1-forma differenziale w(x,y) = N(x,y) dx + M(x,y) dy dove le
funzioni M, N sono definite in un dominio semplicemente connesso D del piano IR? e ivi continue.
Chiameremo equazione differenziale totale ogni espressione del tipo w(x, y) = 0. Risolvere un’equazio-
ne differenziale totale significa determinare una funzione F(x, y) e una funzione A(x,y), detta fattore
integrante, tale per cui dF(x,y) = A(x,y)w(x,y) e A(x,y) # 0in D. Una soluzione o integrale generale
dell’equazione totale sara F(x,y) = ¢, con ¢ € R costante arbitraria.

DEFINIZIONE 23.6. L'equazione w = 0 con w(x,y) = N(x,y)dx + M(x,y)dy si dice esatta se
esiste una F(x,y) funzione continua C! tale che

oF oF
g(x,y) = M(x,y), @(x,y) = N(x,y),

equivalentemente, 1'equazione & esatta se w & una 1-forma esatta, ovvero se il campo G(x,y) =
(M(x,y),N(x,y)) & conservativo.
Se il dominio D e semplicemente connesso, I’equazione & esatta se
oM oN
— (v, y) = =—(x,y).
gy Fr¥) = 5 (wy)

In tal caso si puo prendere A(x,y) = 1.

DEFINIZIONE 23.7. Se w = 0 & esatta, sia y una qualunque curva C! a tratti congiungente
P(x0,10) ad un generico punto (x,y) € D:

F(x,y) = Lw

In particolare, se D & un rettangolo, puo essere scelta la spezzata costituita dai segmenti congiungenti
P a (xo,y) e poia (x,y) oppure congiungente P a (x,1o) e poi a (x,y). Nel primo caso si avra:

F(x,y):/ M(t,y)dt+ yN(xo,s)ds.

X0 JYo

X

Nel secondo caso si avra:
X

y
F(x,y) = / M(t,yo)dt+ [ N(x,s)ds
X0 Yo
Ricordiamo che se le funzioni M e N sono omogenee in D di un comune grado di omogenerita
« # —1, allora qualunque sia il dominio D si ha

F(x,y) = [x-M(x,y) +y - N(x,y)]

a+1

Diamo la definizione di fattore integrante nel linguaggio delle forme:

DEFINIZIONE 23.8. In generale, se D e un aperto di R”, w una 1-forma di classe Clsu A, un
fattore integrante per w & ogni A € C1(A, R) mai nulla tale che la forma Aw sia chiusa in D.
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DEFINIZIONE 23.9. Una formula per trovare un fattore integrante ¢ data dal seguente fatto: sia
data I’equazione differenziale totale w(x,y) = p(x,y)dx + q(x,y)dy = 0. Supponiamo

dyp —9xq = f(x)q(x,y) — g(y)p(x,v)
con f,q, p di classe C'. Allora:

1(x,y) = exp </x:f(t)dt + /y:g(t)dt>

e fattore integrante per w. Particolarmente significativi sono i casi in cui f = 0 oppure g = 0.

ESERcCIZI10 23.10. Risolvere le seguenti equazioni totali:

(1) 2xydx + (x* 4+ 1)dy = 0;

(2) (x? +y* —2x)dx + 2xy dy = 0;

(3) y?dx+ (xy — 1)dy = 0.

SVOLGIMENTO.

(1) la forma ¢ evidentemente chiusa su R2. Determiniamo un potenziale integrando tale forma
su una spezzata 7 che congiunga (0,0) ad un generico punto (xg, o) con segmenti paralleli
agli assi, v = 1 Uy2 dove 71(x) = (x,0) per 0 < x < x (oppure xo < x < 0) e 12(y) =
(x0,y) per 0 <y < yo (oppure yo <y < 0). Siha j1(x) = (1,0) e j2(x) = (0,1):

V(x0,40) = Lw = . (2xydx + (x* +1)dy) + /WZ(nydx + (¥* 4+1)dy)
. (2xydx + (x* +1)dy) = /Oyo(x% +1)dy = (x5 4+ 1)yo.
Quindi V(x,y) = (x*> 4+ 1)y e la soluzione & data da (x> + 1)y = c,c € R.
Osserviamo che 1 + x2 # 0, per cui si puo scrivere:
v = L) =

x x2+1
L’equazione puo essere scritta nella forma:

vy 2x 4 2
y o ox2+1 dxlog(x +1)

/ / log(x*+1)

e quindi log |y| = —log(x? + 1) +d, al variare did € R da cui |y| = %, quindiy =

si ha quindi, integrando,

c
m al
variare di ¢ € R (si ponga ¢ = %), che conferma il risultato precedente.
(2) la forma ¢ evidentemente chiusa su R?. Determiniamo un potenziale integrando tale forma
su una spezzata 7 che congiunga (0,0) ad un generico punto (xp, o) con segmenti paralleli
agli assi, v = 71 U2 dove 71(x) = (x,0) per 0 < x < xq (oppure xo < x < 0) e 12(y) =

(xo,y) per 0 <y < yo (oppure yo < y < 0).

V(x0,y0) = / w = / ((x® + > — 2x) dx + 2xy dy) +/ (2 + y?> — 2x) dx + 2xy dy)
7 ga! 72
X y 3
= / 0(x2 — 2x) dx+/ OZxOydy = E — x% —i—xoy(z).
Quindi V(x,y) = & — x% + xy? e la soluzione & data da x(x*/3 — x +y?) =c,c € R.
InR?\ {xy = 0} possiamo dividere per 2xy ottenendo
x? 4+ y? —2x

=Y
y(x)_dx_ 2xy
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ma la risoluzione di tale equazione non appare immediata.
(3) posto p(x,y) = y*eq(x,y) = xy —1,sihadyp — 9xg = 2y —y = y # 0, quindi la forma w

non e chiusa. Tuttavia si puo scrivere

dyp —9xq =y = f(x)q(x,y) —gy)p(x,y)
infatti il membro di sinistra & y, e a destra si puo scegliere f = 0 e g(y) = —1/y. Allora,
scelto ad esempio (xo, o) = (0,1) si ha che

X y y
h(x,y) = exp </ f(t)dt+ g(t)dt) = exp </ —1dt> = los(1/y) = 1/y
X0 Yo 1

e fattore integrante, definito su H™ = {(x,y) : y > 0}. In modo del tutto analogo, scelto ad
esempio (xo, yo) = (0, —1) si ha che

h(x,y) = exp (/x:f(t)dt v y:g(t)dt) = exp </_y1 —dt) fos1/=1) — _1/y,

e fattore integrante, definito su H- = {(x,y) : ¥ < 0}. Rimane quindi definito il fattore
integrante i(x,y) = 1/|y| su R?\ {y = 0}.

W, y)w(ny) = |yl dx + (xsign(y) - |y1|) dy.

Tale forma & chiusa su ciascuno dei due semipiani H* = {(x,y) : v > 0} e H™ = {(x,y) :
y < 0}. Tali semipiani sono semplicemente connessi e quindi la forma ¢ ivi esatta. Deter-
miniamo quindi i potenziali V" e V"~ definiti su H* e H™ rispettivamente. A tal propo-
sito, consideriamo un punto di H*, ad esempio (0, 1) e congiungiamolo al generico punto
(x0,y0) di HT con una spezzata costituita da due segmenti paralleli agli assi v = 1 U 72
dove y1(x) = (x,0) per 0 < x < xg (oppure xo < x < 0) e 12(y) = (x0,y) per1 <y < yo
(oppure 0 <yp <y < 1).

VT (x0,v0) :A h(x,y)w(x,y) —|—/ h(x,y)w(x,y) = /0"0 ‘1‘dx+/ly° (xo — ;) dy

= xo + [xoy — log |y[l;=}* = xo + xoy0 — log yo — o = xoyo — logyo

Pertanto V' (x,y) = xy — logy, definito per y > 0, e le soluzioni in H' sono date da
VT(x,y) =c,c €R.

Determiniamo ora V~. Consideriamo un punto di H~, ad esempio (0, —1) e congiun-
giamolo al generico punto (xg,1o) di H' con una spezzata costituita da due segmenti pa-
ralleli agli assi v = 71 U ¥z dove 71(x) = (x,0) per 0 < x < x¢ (oppure xop < x < 0) e
72(y) = (x0,y) per —1 <y < yo < 0 (oppure yp <y < —1).

Vo) = [ hrywtny) + [ heyeley)

_/ ]—1\dx+/ <x0—|—>

= xo + [xoy + log [y[[;=*; = xo + xoyo + log [yo| — xo

= xoyo + log [yo| = xoyo +log(—yo),

ricordando che yy < 0. Pertanto V™~ (x,y) = xy + log(—y), definito per y < 0 e le soluzioni
in H™ sonodateda V™ (x,y) =¢,c € R.

Possiamo raggruppare le due espressioni definendo V(x,y) = xy — sign(y)log |y| in
R?\ {y = 0} e le soluzioni in R? \ {y = 0} saranno date da xy — sign(y)log |y| = ¢,c € R

ESERCIZIO 23.11. Trovare l'integrale generale delle seguenti equazioni differenziali:

Dy =yl -y).
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@y =(x+y)?—(x+y) -1
By —y=e'yy.
SVOLGIMENTO.
(1) 'equazione ammette le soluzioni costanti y(x) = 0 e y(x) = 1. Per y # 0,1, I'equazione

totale ad essa associata e:
1

y(1—y)
Tale equazione, definita per 0 < y < 1, & a variabili separate, pertanto ammette soluzione

1
S . —
i /\/y(l—y) I

dy — dx =0.

=c,ceR.

Calcoliamo

Yy

/ 1 dy:/ 1 dy:/ 1 dy:/ d
Vy(1—y) Vy(l-y) Vy—v V1/4—=(y-1/2)
2dy dt . .
= / =y 17 = /m = arcsin(t) = arcsin(2y — 1).

Quindi la soluzione in forma implicita & x — ¢ = arcsin(2y — 1) conil vincolo 0 < y < 1, e cid
implica —71/2 < x — ¢ < 71/2 quindi y = (sin(x — c¢) +1)/2 con il vincolo cos(x — ¢) > 0.
(2) Riscrivendo 'equazione differenziale, si ha:

YH1= 0ty =ty (x+y)

Posto v = y + x, si ottiene allora v’ = v? — v. Questa equazione ammette le soluzioni costanti
v=0ev=1Perv#0,1siha

=d
v(v—1) *
da cui, essendo
1 A B Av— A+ Bo
—_— = — + p—
v(v—1) v wv-1 v(v—1)
per A = —B = —1, si ottiene integrando

—log|v| +loglv—1] =x+¢

per cui la soluzione in forma implicita e datadav =0,v=1e

v —
log T =x-+c,
.1 XtC i 1
dacui —— = —1+¢"", quindi
v
1
v= 1 4 ex+c’
cui corrispondono le soluzioniv = —x,v =1—xe
1

V) = T
(3) Il problema & posto in Q) := {(x,y) : y > 0}. L'equazione totale associata &:
@(x,y) = ploy)dx +q(x,y)dy = (y +e'y/y) dx — dy = 0.
Tale forma non & esatta e la ricerca del fatttore integrante non appare immediata. Osserviamo
che I'equazione ammette la soluzione costante y = 0. Moltiplicando I'equazione per /v, si

ha:
w(x,y) = plx,y)dx+q(x,y) dy = (y*/* + e'y) dx — \/ydy = 0.
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Nemmeno questa forma & esatta, tuttavia si ha:

L1 1
Byp(x,y) = 9xqlxy) =3/2' 7 +e" = Uplxy) = 5a(xy),

quindi la forma ammette il fattore integrante

dy —x/2
h(x,y) = exp </_y +/—1/2dx> =exp(—x/2—logy) =
Cerchiamo un potenziale della forma esatta
o y) = (P ey dx— o fdy = e e ) -
x,yw(x,y) = —— +e*y)dx — =e (e + X —
y)w(xy W Y y VY VY N

A tal proposito, congiungiamo il punto (0,1) € Q con il generico punto (xo,1y0) € Q
mediante una spezzata 7y con segmenti paralleli agli assi.

—x0/2

VY
X0

:/0 (eX/2—|—e—x/2) dx +2(1— \/yo)e—xo/Z — Z(ex0/2 _ \/yoe_xO/z)

o —x/2/.x Yo e
V(x0,Y0) :Lh(x,y)w(x,y) :/0 e ¥2(e +1)dx+/1 _ dy

Si ha quindi che le soluzioni sono espresse in forma implicita da

2072(e* — \fy) =d, d €R,
da cui si ricava
y=(e+ ce"/z)z, ceR,

con la condizione e* 4 ce*/2 > 0, ossia ¢ > —e*/2.

ESERCIZIO 23.12. Trovare l'integrale generale delle seguenti equazioni differenziali

2
Wy =2+\1-%.

2x% —1
2) Y — ————y =2x2Vx2 - 1.
@y x(x% — 1)y Vv
SVOLGIMENTO.

(1) Il problema & posto per |y/x| < 1. L'equazione totale associata all’equazione assegnata &

y Ui _
(x—f— 1_x2> dx —dy =0

Osserviamo che tale equazione totale & omogenea di grado 0. Poniamo quindi x = ¢, y = ¢y

ottenendo
(17+\/1—772> d¢ — (§dn —ndg) =0,
da cui
1 1
—df — ——dn =0.
¢ ¢ 1—n? T

Tale forma ¢ esatta e l'integrazione € immediata. Sostituendo, si ha:
V(x,y) = log|x| — arcsin(y/x)

e le soluzioni sono espresse da log |x| — arcsin(y/x) = ¢, c € R.
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(2) 1l problema & posto per |x| > 1. L'equazione totale associata all’equazione assegnata &

2x% -1
w(x,y) =plx,y)dx+q(x,y)dy = <x(xy +2x2y/x2 — 1> dx —dy = 0.

x2—1)

La forma é palesemente non esatta. Tuttavia si ha:
2x% —1

dyp(x,y) —0xq(x,y) = 1) f(x)q(x,y),
con
2 _ 2 _ —
f(x):—2x2 1 é+ B n C \_ Al 1)+Bx(;c+1)+Cx(x 1)
x(x2—1) x x—1 x+1 x(x2—1)

(A+B+C)x*+(B—C)x— A
x(x?2—1)
dacui A =1, B=C = 1/2, pertanto ricordando che |x| > 1
1 1 1 1 1 1 1
/f(x)dx——/<x+2x_1+2x+1> dx——log|x|+§log|x—1|+§10g|x+1|

= —log <|x|\/H) )

Pertanto il fattore integrante & dato da h(x,y) = 1/(|x|v/x2 — 1). Cerchiamo una primitiva
della forma esatta

2x2 —1

1
hix, yw(x,y) = ————ars —|—2x>dx—d
oyt y) = (i gy 2 ) dx - sy

+ 2|x| dx

—d (_y)
|x[vVx? —1

_a(_ y
_d< |x|m+x|x|>

Nei vari passaggi si & usato il fatto che per x # 0 si ha x sgnx = |x|, sgn®x = 1 e che sgn(x)
e costante su R \ {0}. La soluzione dell’equazione risulta pertanto

+x|x| =¢ c€eR,

Y
Va1
che si puo scrivere come
y(x) = (x* —c|x|)Vx2 =1, c € R.
ESERCIZIO 23.13. Sistudi ¥ = ¢/ /x, x(«) = 1 al variare dia € R.
SVOLGIMENTO. Scriviamo l’equazione data come equazione totale:
w(t,x) = xe*dx —e' dt = 0.

La forma w & esatta in R?. Una sua primitiva ¢ data da:
_ 0 X o t _ X1X0 o X t1to __ X0 to
F(to, x0) = xe* dx + —e' dt = [xe*])" — erdx — ']y = (xo —1)e™ — e 4 2.
0 0 0

Tutte le soluzioni dell’equazione totale sono quindi espresse da F(t,x) = ¢, ¢ € R (possiamo inglo-
bare in c la costante 2) ossia

(x— 1) —e =c
Dovendosi avere x(a) = 1, si ha che il punto («,1) deve soddisfare I'equazione, quindi ¢ = —e".
Pertanto le soluzioni sono descritte in forma implicita dall’equazione:

el = (x —1)e" + e
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Si ha che 0xF(t,x) = 0 se e solo se x = 0 e 9;F(t,0) = —1 # 0, quindi la tangente a F(t,x) = ¢
nei punti (t,0) & verticale. Cio implica che la retta x = 0 & una retta di punti di non differenziabilita
per le soluzioni x = x(t) per il Teorema di Dini. Una soluzione con condizione iniziale x(a) = 1
rimarra quindi confinata nel semipiano x > 0 Possiamo esplicitare ¢ in funzione di x ottenendo ¢(x) =
log((x —1)e* + ¢*) con le condizioni (x — 1)e* +¢* > 0 e x > 0. Poniamo g(x) = (x — 1)e* 4 ¢, si
ha ¢/(x) = xe* e liT g(x) = 4o0. Per x > 0 quindi g & strettamente monotona crescente e il suo
X— 400
minimo ¢ assunto in 0 e vale ¢* — 1. Per la stretta monotonia, se f & un punto dove & definita la
soluzione x = x(t), allora la soluzione & definita per ogni t > f. Inoltre si ha
lim t(x) — (log(x —1)4+x) =0,

X—+o00

indipendentemente da «, pertanto tutte le soluzioni x = x(t) sono asintotiche per t — +oo alla curva
el = (x —1)e".
i. Sew > 0 si ha cheil minimo di gee* —1 > 0, quindi g(x) > 0 per ogni x > 0. In particolare
siha t = log g(x) per ogni x > 0 e posto
ty = lim logg(x) = log(e* — 1)
x—0F
si ha che t, ¢ finito e rappresenta il tempo in cui la soluzione che parte da x(«) = 1 impiega
per raggiungere 'asse x = 0. Si osservi che t, < a (per t < t, la soluzione non & definita).
Per la stretta monotonia di g e del logaritmo, anche t = log g(x) & strettamente monotona,
pertanto la soluzione x(f), inversa di tale funzione, & strettamente monotona.
ii. Se « = 0 siha che g(x) > 0 per ogni x > 0 e g(0) = 0 e posto

ty = XIL%L log g(x) = —o0

e quindi la soluzione x(t) raggiunge 'asse x = 0 asintoticamente per t — —oo. Per la stretta
monotonia di ¢ e del logaritmo, anche t = log g(x) & strettamente monotona, pertanto la
soluzione x(t), inversa di tale funzione, ¢ strettamente monotona.

iii. Se a < 0 allora il minimo di g & negativo, pertanto dal momento che g € monotona crescente
e non limitata esiste un’unico valore x, tale per cui g(x,) = 0, tale valore soddisfa (x, —
1)e*s = —e" e necessariamente si ha 0 < x, < 1 perché ¢* > 0. Si ha che g(x) > 0 per x > xa
e

ty = lim logg(x) = —o0

x—(x)*
pertanto la soluzione tende asintoticamente per t — —oo al valore x,.

Riassumendo: la soluzione & sempre strettamente monotona crescente nel suo intervallo di definizio-
ne. Essa e definita per ogni t > « e il suo limite per t — +oco & +co. Tutte le soluzioni x = x(t) sono
asintotiche per t — +oo alla curva e/ = (x — 1)e*. Se a > 0, essa ¢ definita in ] log(e® — 1), 00| e il
suo limite per t — t; = log(e* — 1)" vale 0 (si noti che #, < a). Se &« = 0, essa & definita in tutto
R e il suo limite per t — —oco 0. Se « < 0, essa e definita in tutto R e il suo limite per t — —co e
0 < x4 < 1, dove x, & 'unico punto che soddisfi (x, — 1)e*™ = —e".

ESERCIZIO 23.14. Sistudi ¥ = x%/(1 — tx), x(0) = a al variare di « € R.
SVOLGIMENTO. Scriviamo l'equazione assegnata come equazione totale:
w(t,x) = p(t,x)dx+q(t,x)dt = (1 —tx)dx — x>dt = 0.
Siha dyp(t, x) — 0xq(t, x) = —x 4+ 2x = x # 0, quindi w non & esatta, tuttavia si ha

dp(t,x) —dxq(t, x) = x = f(x)q(t,y) —(H)p(t,y)
con g(t) = 0e f(x) = —1/x. Pertanto per x # 0, I’equazione ammette il fattore integrante h(t, x) =
el f(*)dx — 1/|x|. Si ha per x > 0:

h(t, x)o(x, ) = (i - t> dx — xdt = %dx _ (tdx+ xdt) = d(log(x) — tx)
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~

asintoticoa 0 < z, < 1

asintotico a 0

v

I
I
I
I I
I I
: :

T T ‘ * T
a<0 a0 a>

FIGURA 23.13.1. Lostudiodi* = e¢~*/x, x(a) =1, a € R

Pertanto per x > 0 le soluzioni sono date in forma implicita da log(x) —tx=c1,c1 € R.Perx <0si
ha

h(t, x)w(x, t) = (—1x + t> dx + xdt = _ixdx%— (tdx + xdt) = d(—log(—x) + tx)

Pertanto per x < 0 le soluzioni sono date in forma implicita da —log(—x) +tx = ¢, c € R.
Possiamo inglobare il tutto nell’unica scrittura F(t, x) := log(|x|) —tx =¢,c € R, x # 0.

Dovendo essere x(0) = &, & necessario che F(0,«) = ¢, quindi c = log |«]|.

Osserviamo che tale insieme e simmetrico rispetto all’origine perché ¢ lasciato invariato dalla
sostituzione (t, x) — (—t, —x). Potevamo rendercene conto osservando che he postos = —te y(s) =
—x(s) si ha:

dy, «_ odx, odt o XA(=t) X)) yA(s)
T T a NG T S T Ty T T 1w

che ¢ la stessa equazione di partenza e pertanto le soluzioni sono simmetriche rispetto all’origine.

E sufficiente quindi limitarsi al caso « > 0: il grafico della soluzione con condizione iniziale
a < 0 si ottiene prendendo il simmetrico rispetto all’origine di quello della soluzione con condizione
iniziale —a > 0.

Osserviamo che 0,F(t,x) = 1/x —t, quindi la curva tx = 1 & una curva di nondifferenziabili-
ta, pertanto una soluzione con condizioni iniziali x(0) = & deve rimanere contenuta nella regione
tx < 1. Inoltre nella regione tx < 1 vale il teorema di esistenza e unicita locale, quindi 1'unica solu-
zione corrispondente ad « = 0 & la soluzione identicamente nulla, potevamo ricavare tale condizione
passando al limite per « — 0in F(t,x) = log |«|: si ottiene F(t,x) = —co da cuic = 0.
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Nella regione di definizione, la soluzione e strettamente monotona crescente, cio si deduce diret-
tamente osservando che ¥’ > 0 se xy < 1. In particolare, esiste un tempo 0 < t, < oo finito in cui
incontra il ramo di iperbole tx = 1 nel primo quadrante e quindi risulta definita per —co < t < ¢,
perché limitata dal basso dalla funzione identicamente nulla che non puo incontrare per il teorema
di esistenza e unicita.

Se esplicitiamo F(t, x) = log |«| rispetto alla variabile ¢ otteniamo t(x) = log(|x/«|)/x definita
per x # 0. Si ha
lim t(x) = Foo,
x—0*

indipendentemente da x. Questo implica che x = 0 e asintoto orizzontale per le soluzioni. Consi-
deriamo il caso x > 0. Studiamo la derivata: essa & t'(x) = [1 — log(|x/a|)]/x?, essa si annulla in
un unico punto x = we. cui corrisponde t = 1/(ae). Tale punto & un punto di massimo infatti si

ha t'(x) = % quindi #’(xe) < 0. Pertanto la funzione t :]0, ae[—] — 00,1/ (ae)[ & stretta-
mente crescente, quindi ritroviamo che la sua inversa, ovvero la soluzione x = x(t) sara anch’essa
strettamente crescente e, per quanto visto in precedenza, ammette asintoto orizzontale x = 0 per
t — —oo0.
Si poteva ritrovare lo stesso risultato osservando che per 0 < x < 1, ¢ < 0 si ha:
2 2 2 2
x x x x
t, X)) = = > = = t, X
S = T T ey 1ot Y
per ogni € > 0 la soluzione del problema y = f(t,y), y(0) = « + € € maggiore o uguale alla soluzione
del problema x = g(t,x) in | — o0, 0] (si ricordi che si sta studiando il problema all” indietro, quindi
per t < 0, & per questo che vale la stima). Si ha:

/?dy_/"" dt — 4o
ayz_O 1_t_

da cui necessariamente i = 0, pertanto per t - —oosiha 0 < x(t) < y(t) — 0 e quindi la soluzione
x(t) tende asintoticamente a 0 per t — —oo. In figura presentiamo due soluzioni simmetriche corri-
spondenti ai dati iniziali £« e la curva di non differenziabilita xt = 1. Le soluzioni cessano di esistere
nei punti (£, x%) = (1/(ew), ae) e (+*,x* ) = —(1/(ae), we).
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FIGURA 23.14.2. Lo studiodi = x?/(1 — tx), x(0) = &, « € R






CAPITOLO 24

Lezione del giorno mercoledi 20 gennaio 2021

Equazioni lineari a coefficienti costanti, riconducibili a lineari, sistemi

lineari a coefficienti costanti. (Durata 3")

ESERCIZIO 24.1. Risolvere le seguenti equazioni lineari a coefficienti costanti:

(1) ¥ +y=sinx.

) y'V — 16y = 1 + cos2x.

(3) ]/W _ 6]/’ + 11]// _ 6]/ — xz’.
@ yV -y =x—1

SVOLGIMENTO.
(1) L'equazione omogenea ¢y’ +y = 0, la cui soluzione generale & yo(x) = ce™*, ¢ € R. Il termi-

ne noto ¢ della forma sin x, pertanto per trovare una soluzione possiamo applicare il metodo
dei coefficienti indeterminati. Cerchiamo una soluzione particolare del tipo A sin x + B cos x.
Si ha dall’equazione A cosx — Bsinx + Asinx + Bcosx =sinxdacuiA+B=0e A—B =

1, quindi A = —B = 1/2. Pertanto la soluzione & y(x) = ce * 4 (sinx —cosx)/2,c € R.

(2) L'equazione omogenea & y'V — 16y = 0, il polinomio caratteristico A* — 16 = 0 ammette le

radici semplici {42, +2i}, pertanto la soluzione dell’omogenea & yo(x) = c1e?* + cpe™>* +
c3c0s(2x) 4 c4sin(2x) con¢; € R, i = 1,2,3,4. 1l termine noto & della forma 1 + cos 2x, cer-
chiamo quindi una soluzione particolare #;(x) di 'V — 16y = 1 e una soluzione particolare
72(x) di y!Y — 16y = cos2x. Per quanto riguarda y'¥ — 16y = 1, possiamo applicare il meto-
do dei coefficienti indeterminati. Osservato che 0 non e radice del polinomio caratteristico,
cerchiamo una soluzione che sia un polinomio di grado 0 ovvero una costante, si ottiene
cosij (x) = —1/16.

Per trovare una soluzione a y'V — 16y = cos 2x possiamo applicare il metodo dei coeffi-
cienti indeterminati. Osserviamo che 2 & radice del polinomio caratteristico di molteplicita
1, quindi cerchiamo una soluzione particolare nella forma 7(x) = x(A cos(2x) + Bsin(2x)).
Derivando si ha:

7' (x) = Acos(2x) + Bsin(2x) + 2x(—Asin(2x) + Bcos(2x))

=/

y

=/

Yy

7'V (x) = 24(Asin(2x) — B cos(2x)

(x) = 2(—Asin(2x) + B cos(2x)

(x) = 8(—Acos(2x) — Bsin(2x

+2(—Asin(2x) + B cos(2x)) + 4x(—A cos(2x) — Bsin(2x))
+ 4x(—A cos(2x) — Bsin(2x))

+4(—Acos(2x) — Bsin(2x)) + 4x(Asin(2x) — B cos(2x))

) + 8x(Asin(2x) — Bcos(2x))

+ 8(Asin(2x) — Bcos(2x)) + 16x(A cos(2x) + Bsin(2x))

+ 16x(A cos(2x) + Bsin(2x))

= 4(—Asin(2x) + Bcos(2x)
)
= 12(—Acos(2x) — Bsin(2x

)
)

~_ — ~— —

= 32(Asin(2x) — B cos(2x)

Sostituendo si ottiene:

32(Asin(2x) — Bcos(2x)) 4 16x(A cos(2x) + Bsin(2x)) — 16x(A cos(2x) + Bsin(2x)) = cos2x

189
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da cui A = 0, e quindi —32B cos(2x) = cos2x e quindi B = —1/32. La soluzione dell’equa-
zione risulta quindi:

1
y(x) = c1€®* 4 cpe™?* + 3 cos(2x) + ¢4 sin(2x) — 6~ 3% sin(2x),

al variaredic; € R,i =1,2,3,4.

(3) L'equazione omogenea & iy’ — 6y” + 11y’ — 6y = 0 di polinomio caratteristico A> — 6A% +
11A — 6 = 0. Cerchiamo soluzioni intere di questa equazione tra i divisori interi di —6,
ovvero +1, 42,43, +6. Si ha che le radici sono Ay = 1, A, = 2, A3 = 3, radici semplici. Il
termine noto ¢ della forma x?, applichiamo il metodo dei coefficienti indeterminati. Dopo
aver osservato che 0 non e soluzione del polinomio caratteristico, cerchiamo una soluzione
particolare 7(x) che sia un polinomio di grado 2, quindi 7(x) = ax? + bx + c. Sostituendo, si
ottiene:

—12a + 11(2ax + b) — 6(ax* + bx + ¢) = x>
dacuia = —1/6, pertanto 2 — 11x/3 + 11b — 6bx — 6¢ = 0, quindi6b = —11/3,b = —11/18.
Rimane 6¢c = —85/18 da cui c = —85/108. Pertanto la soluzione generale e
2
y(x) = c1e* + coe®™ + c3e>* — % — % X — %,
al variare di c1, ¢, c3 € R.

(4) L'equazione omogenea & y!V —y” = 0, il polinomio caratteristico & A* —A? = 0 che ha
come radici 0 di molteplicita 2 e le radici semplici 1 Il termine noto ¢ della forma x — 1.
Osserviamo che 0 e soluzione del polinomio caratteristico di molteplicita 2, quindi cerchiamo
una soluzione particolare della forma 7(x) = x?(ax + b) = ax® + bx?. Sostituendo, si ottiene
—(6ax+2b) =x—1dacuia = —1/6,b = 1/2. Quindi la soluzione dell’equazione é:

1 x

y(x) =c1+cox +cze* + e + x2 (2 _ 6> _

ESERCIZIO 24.2. Considerare per k € IN il problema differenziale:
1
——u"(x)+ |u'(x)] =1, x € (0,1),

k
u(0) =0, u(l) =2.
(1) Calcolare esplicitamente una soluzione uy.
(2) Dimostrare che tale soluzione € unica.
(3) Studiare la convergenza puntuale ed uniforme di {uy} sull’intervallo [0, 1].

SVOLGIMENTO. Posto v(x) = u/(x), 'equazione diviene v'(x) = k(|v(x)| — 1). Tale equazione
soddisfa le ipotesi del Teorema di Esistenza e Unicita di Cauchy, pertanto, fissata una condizione
iniziale, la soluzione & unica. L'equazione ammette le soluzioni costanti v(x) = 1 e v(x) = —1. Per
l'unicita, pertanto, si puo verificare solo uno dei seguenti casi: v(x) < —1,v(x) =1, -1 < v(x) < 1,
v(x) =1,v(x) > 1perognix € (0,1). aseconda della condizione iniziale. Poicheé:

u(x) =u(0) + /Oxv(t) dt,

per soddisfare le condizioni iniziali #(0) = 0 e finale u(1) = 2 ovvero

2:/010(1‘)0116,

l'unica possibilita compatibile & che v(x) = u/(x) > 1. Si & visto che, inoltre, tale soluzione & unica
per il Teorema di Cauchy-Lipschitz. Pertanto I'equazione si riduce a:

v'(x) = ko(x) — k
Tale equazione ¢ lineare del primo ordine a coefficienti costanti, il suo integrale generale e:

o(t) = cet* 4 1.
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Si ricava quindi u(x) integrando:
x c —

u(x) = u(0) +/0 (ce +1) dx = u(0) + %[ekt]igg +x=u(0)+ E(ek" —1)+x.
Sostituendo le condizioni iniziali e finali si ha u(0) = 0e2 = (e — 1) + 1, da cui c = k/ (e — 1). Al
variare di k € IN le soluzioni cercate sono uy(x) = e:,:jll + x. Le funzioni convergono puntualmente
perk — 00,0 < x < 1auw(x) = x, che & soluzione del problema limite |u'(x)| = 1, verificante solo
la condizione iniziale #(0) = 0. Si ha inoltre u;(1) = 2 per ogni k, da cui u«(1) = 2 per cui non c’e
convergenza né puntuale, né uniforme su tutto [0, 1].

[

ESERCIZIO 24.3. Risolvere le seguenti equazioni lineari a coefficienti costanti:
(1) ¥ +y = tanx.
(2) y// +y = si111x‘
B) ¥y +3y +2y =V1+e*
(4) y/// _ 3y// 4 3y/ —y= %
SVOLGIMENTO.

(1) L'omogenea associata ha soluzione ¢(x,c1,c2) = ¢1 cos x + ¢z sin x. Applichiamo il metodo
della variazione delle costanti, cercando quindi soluzioni particolare del tipo

y(x) = c1(x) cos x + cp(x) sin x.
Deriviamo ottenendo
y'(x) = ¢} (x) cos x + ¢ (x) sinx — c1(x) sinx + ¢ (x) cos x.
Imponiamo quindi ¢} (x) cos x + ¢5(x) sinx = 0. Si ha allora
y'(x) = —c1(x) sinx + c2(x) cos x,
e derivando ulteriormente
y"(x) = —cj(x) sinx + ¢5(x) cos x — c1(x) cos x — cz(x) sin x.
Sostituendo nell’equazione di partenza si ottiene:
—cj(x) sinx + ¢5(x) cos x — ¢1(x) cos x — cp(x) sinx + ¢1(x) cos x + ¢ (x) sinx = tan x.

da cui —c} (x) sin x 4 ¢4 (x) cos x = tan x. Si ottiene quindi il seguente sistema nelle incognite

cjech:
cj(x)cosx +ch(x)sinx =0, ( cosx sinx ) ( i (x) ) B < 0 )
—cj(x) sinx + ¢ (x) cos x = tan x, —sinx cosx c5(x) tan(x)
La soluzione del sistema porge ¢} (x) = —sinxtanx e cj(x) = sinx, da cui c3(x) = —cos x.
Calcoliamo ¢y (x) utilizzando le formule® che esprimono cos x in funzione di t = tan(x/2):
.2 2
1-— 1
c1(x) :—/Sm xdx:—/ﬂdx:sinx—/
COs X COs X COs X
=sinx — /1_ —smx—l—/ (1—1‘+1—|—t> dt—smx+log’1_t
~sinx—1lo cos(x/2) +sin(x/2)
N 8 cos(x/2) —sin(x/2)

Quindi una soluzione particolare é:

cos(x/2) +sin(x/2)
cos(x/2) —sin(x/2)

7(x) = cos xsinx — log COS X — COS X sin X.

dx = 2dt

ITali formule porgono t = tan(x/2), cos x = 1= +2

th,smx =2

1+£27
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Si ottiene allora la soluzione generale
cos(x/2) + sin(x/2)
cos(x/2) —sin(x/2) cos(x)-

(2) in modo perfettamente analogo al punto precedente, si ottiene il sistema

cj(x) cosx +ch(x)sinx =0, cosx  sinx cj(x) 0

/ : / . — . 7 e .
—cj(x)sinx +c}(x) cosx =1/sinx, —sinx cosx c5(x) 1/ sinx

La soluzione del sistema porge cj(x) = —1, da cuic; = —x e ¢j(x) = cosx/sinx, da cui

c2(x) = log|sinx|. Quindi una soluzione particolare ¢ j(x) = log |sinx|sinx — x cos x Si
ottiene allora la soluzione generale

y(x) = c1cosx + cpsinx — log

y(x) = ¢1 cosx + ¢ sinx — x cos x + log | sin x| sin x.

(3) I'omogenea associata & y” + 3y’ + 2y = 0, il suo polinomio caratteristico & A2 + 31 +2 = 0,
le cui radici sono A = —1 e A = —2. L'omogenea quindi ha soluzione ®(x, ¢1,¢c2) = c1e™* +
coe?*. Cerchiamo una soluzione particolare con il metodo della variazione delle costanti
nella forma 7(x) = c1(x)e™™ + c2(x)e~2*. Derivando si ottiene

)
7 (x) = i (x)e™ +ch(x)e ™ —c1(x)e ™ — 2co(x)e >,

Imponiamo ¢} (x)e™* + ¢4 (x)e >* = 0e§ (x) = —c1(x)e ™ — 2c2(x)e>*. Derivando ulterior-
mente si ha:

7' (x) = —cj(x)e™™ — 2ch(x)e > + ¢y (x)e ™ + ey (x)e .
Sostituendo nell’equazione:
—ch(x)e ™ —2ch(x)e P +cr(x)e ™ +4ca(x)e ™ —3cr(x)e ¥ — 60z (x)eF Hcr(x)eF +oa(x)e P = V1 +ex
il che implica —c} (x)e™* — 2c5(x)e™ > = /1 + €. Si ottiene il sistema
 (¥)e + (x)e 2 =,
—ch(x)e ™ —2cy(x)e™ > = /1 +¢%,
La soluzione del sistema porge ¢} (x) = e*v/1+ e e ¢b(x) = —e**v/1 + e*, da cui:

2 2 2
:/ex\/1+exdx=/\/1+tdt:/zl/2dz:523/2:§(1+t)3/2:§(1—|—e")3/2

c(x) = — ezx\/1+exdx:—/t\/l—|— tdt = (1+t)3/2+ /1+t3/2dt

4 2 4
1 t5/2 _7X1 x\3/2 -1 x\5/2
15(+) 36(—|—€) +15(+e)

Pertanto una soluzione particolare e della forma:

= —%t(l + )32 4

- 4 5/ 2 —2x
70 = (147
e quindi 'equazione ammette la soluzione generale
4
15 (14 €)% 2e

(4) L'equazione omogenea &y’ — 3y"” + 3y’ —y = 0, la sua equazione caratteristica & A3 — 312 +
31 —1 =0, ovvero (A — 1)3 = 0, pertanto la soluzione generale dell’'omogenea associata &
D(x,c1,c2,03) = c1€° + cpxe* + c3x?e*. Si ha quindi il sistema:

y(x) =cre ¥ e F + —

e xe* x%e* cj(x) 0
¥ ef(x+1) xe* (2 + x) ch(x) | = 0
e* e*(2+x) e (2+4x+x?) ch(x) e*/x
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Il determinante della matrice A dei coefficienti é:
det(A) = ¥ ((x +1)(x® +4x +2) + 2% (x +2) + % (x +2) — x> (x +1) — x(x +2)% — x(x* +4x +2)) = 2¢>*.

Per costruire I'inversa di A & necessario costruire la matrice dei complementi algebrici, calcolarne la
trasposta e dividere per il determinante. Il calcolo lungo ma non difficile, porge:

Te ¥ (2 +2x+2) —e*x(x+1) e x?

Al = —e *(x+1) e *2x+1) —e*x
Q _efx Q
2 2
1
Risulta quindi ¢} (x) = x/2, c5(x) = —1, ¢4(x) = o pertanto c1(x) = x2/4, ca(x) = —x, c3(x) =

log |x|/2. La soluzione particolare e quella generale risultano quindi:
g(t) = x’e* /4 — x%¢* + x%¢" log |x|/2
y(t) = c1e® + cpxe® + c3x®e* + x%e* /2(log |x| — 3/2)

ESERCIZIO 24.4. Risolvere le seguenti equazioni:

1 X
tanx sinx’

M)y +y

X _
2y - Tr2Y=¢ .
@) ¥ +y =2y

SVOLGIMENTO.
(1) Scriviamo l'equazione come equazione totale. Posto sin x # 0, si ha:

w(x,y) = (x —ycosx)dx —sinxdy

Tale forma & esatta, una primitiva & data da
1, .
V(x,y) = S X" —ysinx.

L'equazione totale ha quindi soluzione V(x,y) = c.

_xr =2

y(x) =

(2) L'equazione data e di Bernoulli, ed ammette la soluzione identicamente nulla. Per determi-
nare le altre soluzioni, poniamoz = y' 3 =y 2dacuiy = 1//z.

2sinx

_ 3./ _ -3 ( ,—x,3 X _ - 2x
7 =-2y""y = -2y (e Ty +1+x2>——26x—zl+x2.

Siamo quindi ricondotti all’equazione lineare a coefficienti variabili

, 2x
1+ x2

Z + = —2¢ ",

Scriviamo tale equazione come equazione totale:

. 2x _
w(x,z) =p(x,z)dx+q(x,z)dz = (26 +z 1+x2> dx +dz = 0.



194 24. Equazioni lineari a coefficienti costanti

Moltiplicando per 1 + x2 si ottiene® la forma esatta:
(2e7*(1 4 x?) +2xz) dx + (1 +x*) dz = 0.
Cerchiamo una primitiva di tale forma, a tal fine calcoliamo l'integrale di () su una spezzata
con lati paralleli agli assi congiungente (0, 0) al generico punto (xg, zp):
X0 e* 20
V(xo0,20) = / v dx + / (1+x3)dz=2(3—e (3 +x0(2+x0))) +z0(1 + x3).
0 (1+4x2) 0
Pertanto le soluzioni dell’equazione in z sono della forma
—2e7"(3+x(2+x)) +z(1+x*) =c,c€R
ovvero
c+e ™ 2(3+x(2+x))

1+ x?

cui corrispondono le soluzioni in y della forma

Zz =

14 x2 1+ x2
==+ = £e*/? :
y(x) \/c+e—x2(3+x(2+x)) ¢ \/cex+2x2+4x—|—6
dovec € R.
(3) I'equazione data & di Bernoulli ed ammette la soluzione identicamente nulla. Per determi-

nare le altre soluzioni, poniamo z = y!~2 = 1/y da cui y = 1/z. Derivando, si ottiene:
/
7 = —52 =z—x2
Siamo ricondotti allo studio di z/ —z = —x?, tale equazione e lineare del primo ordine,

la soluzione generale dell’'omogenea e ke*, k € IR, determiniamo una soluzione particolare
con il metodo dei coefficienti indeterminati: cerchiamo soluzione nella forma ax? + bx + c.
Sostituendo, si ottiene 2ax +b —ax? —bx —c = —x?>dacuisiricavaa =1, b—c=0e2a —
b =0, quindi b = ¢ = 2. Pertanto la soluzione dell’equazione in z & z(x) = ke* + x> +2x + 2.
La soluzione dell’equazione in y & quindi:

y(x) !

T ke* F 2+ 2x +2°

al variare di k € R.

ESERCIZIO 24.5. Si risolva il seguente sistema di equazioni differenziali ordinarie lineari del
primo ordine e si discuta la stabilita delle soluzioni del sistema omogeneo associato.

X — 3x — 2y = cos(2t)
y—4x—-y =20

SVOLGIMENTO. Siha

() ()

Derivando la prima equazione, si ottiene 2y = ¥ — 3x + 2sin(2t).
Sostituiamo 1’espressione di y ottenuta dalla seconda equazione:

2(4x +y) = & — 3% + 2sin(2t).
%si poteva arrivare a trovare questo fattore integrante anche osservando che

0.p(x,2) — 0xq(x,2) = s = (x,2)

_2x 2
T2 14227
Pertanto la forma ammette fattore integrante (ricordiamo che 1 + x% > 0)

* 2xdx

h(x,z) = e 2 = (14 x2).
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Riscrivendo tale espressione si ha ¥ — 3% — 8x — 2y + 2sin(2f) = 0.

Sostituiamo 1’espressione di 2y ottenuta dalla prima equazione:

¥ — 3% — 8x — (% — 3x — cos(2t)) + 2sin(2t) = 0.
Otteniamo quindi I'equazione nella sola variabile x:
¥ — 3% — 8x — X + 3x + cos(2t) + 2sin(2t) = 0.
Tale equazione si riscrive come:
¥ — 4% — 5x = —2sin(2t) — cos(2t).
L’equazione caratteristica dell’'omogenea associata & quindi:
A2 —40—-5=0,

e le sue soluzioni sono gli autovalori della matrice A, ovvero le soluzioni di det(A — Ald) = 0. Nel
nostro caso si ha che gli autovalori sono A; = 5, A, = —1. Essi sono reali, distinti e di segno discorde.
L'omogenea associata ha quindi soluzione ®(t,¢1,cz) = c1e%t 4 cpe~t. Determiniamo una soluzione
particolare del sistema mediante il metodo dei coefficienti indeterminati, studiamo ciascun addendo
del termine noto separatamente.

Poiché £2i non e soluzione dell’equazione caratteristica, possiamo cercare una soluzione di ¥ —
4% — 5x = —2sin(2t) della forma i;(t) = Acos(2t) + Bsin(2t). Derivando si ottiene it (t) =
—2Asin(2t) 4+ 2B cos(2t) e it} (t) = —4A cos(2t) — 4B sin(2t). Sostituendo nell’equazione data:

—4A cos(2t) — 4Bsin(2t) — 4(—2Assin(2t) + 2B cos(2t)) — 5(A cos(2t) + Bsin(2t)) = —2sin(2t)
dacui ~9A -8B =0e8A —9B = -2 quindi A = —16/145 e B = 18/145, quindi la prima soluzione

particolare e:

16 18 .
i (t) = ~1a5 cos(2t) + 15 sin(2t).

Poiché +2i non e soluzione dell’equazione caratteristica, possiamo cercare una soluzione di ¥ — 4x —
5x = — cos(2t) della forma i1 (t) = A cos(2t) + Bsin(2t). Derivando si ottiene i) () = —2A sin(2t) +
2Bcos(2t) e ity (t) = —4A cos(2t) — 4B sin(2t). Sostituendo nell’equazione data:

—4A cos(2t) —4Bsin(2t) — 4(—2Asin(2t) 4+ 2B cos(2t)) — 5(A cos(2t) + Bsin(2t)) = — cos(2t)
dacui —9A —8B = —1e8A —9B = 0 quindi B = 8/145 e A = 9/145, quindi la seconda soluzione
particolare e:

o9 8 .
iy(t) = 15 cos(2t) + G sin(2t).
Quindi la soluzione generale dell’equazione in x e:

x(t) = ®(t,c1,00) + i1 (t) + o (t)

1 1
=c1e” + et — 16 cos(2t) + 18 sin(2t) + = cos(2t) + 8 sin(2t)

145 145 145 145
=1 et - ua cos(2t) + 26 sin(2t)
! 145 145 ‘
L’equazione in y ha soluzione
1
y(t) = E(x(t) — 3x(t) — cos2t),
dove " 5
S8 — B Bt ot A Rl
x(t) = 5c1”" —cpe” " + 145 sin(2t) + 145 cos(2t),
ovvero

32 36
5t et : _
y(t) = c1e™ — 2c0e 145 sin(2t) 145 cos(2t).

Poiché det(A) # 0, l'unica soluzione stazionaria del sistema omogeneo & l'origine. Essendo gli
autovalori reali di segni discordi, ’origine & un punto di sella.
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ESERCIZIO 24.6. Si risolva il seguente sistema di equazioni differenziali ordinarie lineari del
primo ordine e si discuta la stabilita delle soluzioni del sistema omogeneo associato.

{x+2x—y:4t2

y—3x—-2y=0
SVOLGIMENTO. Si ha:

(31 e (¥)

y = X+ 2x — 4t

y=3x+2y

Derivando la prima equazione, si ottiene yy = ¥ + 2x — 8t.
Sostituiamo 1’espressione di y ottenuta dalla seconda equazione:

Riscrivendo il sistema dato, si ha: {

3x 42y = ¥ 4 2% — 8t.
Riscrivendo tale espressione si ha ¥ + 2x — 3x — 2y — 8t = 0.
Sostituiamo 1’espressione di y ottenuta dalla prima equazione:
X4 2% —3x — 2(x +2x — 4%) — 8t = 0.
Otteniamo quindi I’equazione nella sola variabile x:
£42x% —3x — 2t — 4x + 8t — 8t = 0.

Tale equazione si riscrive come:

#—7x=—8"+8t
L’equazione caratteristica dell’omogenea associata ¢ quindi A2 —7 = 0 e le sue soluzioni A\ = /7,

Ay = —/7 sono gli autovalori della matrice A. Essi sono reali distinti di segno discorde. L’omogenea

ha soluzione ®(t, ¢, ¢2) = cle‘ﬁt + cze*ﬁt. Il termine noto € un polinomio, per trovare una soluzione
particolare utilizziamo il metodo dei coefficienti indeterminati osservando che 0 non ¢ soluzione del-
l'equazione caratteristica. Cerchiamo quindi una soluzione del tipo i(t) = at? + bt + c. Sostituendo,
si ottiene:

2a — 7at* — 7bt — 7c = —8* + 8t

dacuia=8/7,b= —8/7, ¢ =16/49, quindi una soluzione particolare & data da:

o8, 8 16
i) =zt -7t 49°
La soluzione per l'equazione in x ¢ allora:
1
x(t) = D(t e, c0) + i1(t) = cre¥7 + e V7 + §t2 — §t + é
7 7 49
Si ha quindi
1262 24
y(t) = & +2x — 42 = 24+ V7)creV" + (2 — V7)cpe V7 — 5

Poiché det(A) # 0, 'unica soluzione stazionaria dell’omogeneo associato & I’origine. Gli autovalori
di A sono reali distinti di segno discorde, quindi essa € una sella.

ESERCIZIO 24.7. Sirisolva il sistema:

X () = x2(t) +5,
X‘z(t) :6—X1(t),

con le condizioni (x(0),y(0)) = (1,2).
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SVOLGIMENTO. In forma matriciale si ha x(t) = Ax(t) + b(t), dove:

=(53) -(3)

[’omogenea associata ha soluzione x(t) = e4fc, c € R2 Calcoliamo quindi e4!. Il teorema di
Hamilton-Cayley afferma che se p(-) ¢ il polinomio caratteristico di At € Maty«»(R), allora p(At) =
0. Pertanto e si scrive come un polinomio 7(-) in At di grado strettamente minore del grado di p(A).
Si ha quindi e = r(At) dove

T(X) =waptax+---+ “degp—lxdegpil-

Per calcolare i coefficienti «; si procede nel modo seguente: per ogni autovalore A, di At (ovvero
radice del polinomio caratteristico) di molteplicita p, si ha

r(Ay) = e,
dhn-1 ‘ A
dXVh—lr /\h) =

Ripetendo per tutti gli autovalori di At si ottiene un sistema lineare determinato nei coefficienti a; di
n equazioni in 1 incognite, da cui i coefficienti di r(-) e pertanto e”*f. Nel nostro caso, data la matrice

0 ¢
At = ( ol ) ,
il suo polinomio caratteristico & dato da p(A) = det (At — Aldy) = 0, ovvero
p(A) = A% + 1%,

Si ha allora A = —it di molteplicita 1 = 1, A, = it di molteplicita yo = 1. Il sistema che ne risulta e
ag — iyt = e,
ag + ingt = e,

1 —it( 2it
= — 1 Z)/
) 2e +e

la cui soluzione &

l'efit (_1 + eZit)
2t )

N = —

Si ottiene quindi usando le formule di Eulero:

AL _ ( cos(t) sin(t) )

—sin(t) cos(t)

Applichiamo ora il metodo della variazione delle costanti cercando soluzioni particolari nella forma
x(t) = e/c(t). Sostituendo nell’equazione si ottiene efc’(t) = b(t), da cui

c(t) = / e~ Atp(1) dt.
Quindi la soluzione generale e data da
x(t) = ette + /eA(t’s)b(s) ds, c € R%.

Calcoliamo

AT p(s) = < cos(s —t) —sin(s —t) ) < 2 ) _ ( 5cos(s —t) — 6sin(s — t) >

sin(s —t)  cos(s —t) 6cos(s —t) + 5sin(s — t)
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Si ha allora
x1(t) = cpsin(t) + c1 cos(t) + 5sin(t) — 6 cos(t) + 6,

x2(t) = —cysin(t) + cp cos(t) + 6sin(t) + 5cos(t) — 5.
dovec; € R, i =1, 2. Sostituendo le condizioni iniziali, si ottiene:

x1(t) = 7sin(t) —5cos(t) +6,

xp(t) = 5sin(t) +7cos(t) — 5.
Osserviamo che la soluzione puo essere anche riscritta in questo modo:

x1(t) = +/25+49 < (1) cos(t)) +6,

7 . 5
—SIn ey
V25 +49 V25449

0(t) =25+49 < (t)

5 7
———sin(f) + ——=cos(f) | — 5.
\/25 + 49 /25 +49 ( )>

7
Definito 6y € [0, 277] 'angolo soddisfacente a sinfy = —— e cos 6y = i, si ottiene

V74 V74
x1(t) = /74 (sinfpsint — cosfycost) +6 = 6 — /74 cos(t + ),

x2(t) = V74 (cosbpsint +sinfycost) —5= —5+ /74sin(t + 6y),

da cui (x1(t) — 6)? + (x2(t) +5)?> = 74, ovvero la traiettoria nel piano x;x, & la circonferenza C
centrata in (6, —5) e di raggio V74 (ovvero passante per (1,2)). Alla stessa conclusione si poteva
arrivare anche riscrivendo il sistema in forma di sistema di equazioni totali:

dx; = (xz + 5) dt,
dx;, = (6—xp)dt,

1
da cui (6 — x1)dx; = (x2 + 5) dx,. Tale equazione totale ¢ esatta, e il suo integrale generale & Ex% +

1
Ex% —6x1 +5x2 = ¢, ¢ € R. Riscrivendo, si ha (x; — 6)?> + (x, +5)> = d,d € R e imponendo il

passaggio per (1, 2) si ottiene di nuovo C.



CAPITOLO 25

Equazioni differenziali in forma non normale (facoltativo)

Un’equazione differenziale del primo ordine in forma non normale € un’equazione della forma:

F(x,y,y) =0,
con F: A — R, A aperto di R3. Assumeremo F € C?(A) e continua in A. Tale equazione si dira

autonoma se 0,F = 0.

Se BpF (x,y,p) # 0, allora localmente dal Teorema della Funzione Implicita, si ha che la variabile
p = ¢(x,y) & esplicitabile rispetto alle altre due, quindi F(x,y,y’) = 0 definisce un’equazione in
forma normale y' = ¢(x,y).

Il caso 9,F(x,y, p) = 0 va studiato a parte. Supponiamo che dalle relazioni

F(x,y,p) =0,

dpF(x,y,p) =0,
sia possibile ottenere un’equazione in forma implicita ¢(x, y) = 0 dove non compare la variabile p e
da cui si possa esplicitare y = y(x). Se tale funzione soddisfa il sistema precedente allora si dira che &
un integrale singolare di seconda specie. Pili precisamente, data una curva y = y(x), essa & un’integrale
singolare di seconda specie se F(x,y(x),y' (x)) = 0e 0,F(x,y,y'(x)) = 0 (dove 9, F ¢ la derivata di F
rispetto al suo terzo argomento).

Data una curva y = y(x), essa & un integrale singolare di prima specie se F(x,y(x),y(x)) = O e
(x,y(x),y (x)) € dA per ogni x.

Supponiamo d’ora in poi che d,F(x,y, p) # 0. Poniamo y = p da cui pdx — dy = 0 e andiamo a
considerare il sistema lineare nelle incognite (dx, dy, dp).

oxF(x,y,p)dx + ayF(x, y,p)dy + apF(x, y,p)dp =0,
pdx — dy =0.

(1) Se in VF non compare la variabile x, sostituiamo nella prima equazione dx = 62/, p#0.11

caso p = 0 va studiato a parte. Si ha allora

J:F(x,y,
<(py”) +ayF(X/y/P)> dy +9pF(x,y,p)dp =0,

Ricordando che le derivate parziali di F non dipendono da x, questa diventa un’equazione
totale nelle variabili y, p. Supponiamo essa abbia soluzione V(y,p) = C con C € R. Si
perviene quindi alla soluzione in forma implicita:

F(x,y,p) =0,

V(y,p) =C.
Se da questo sistema e possibile ottenere un’equazione dove non compare la variabile p, tale
equazione rappresenta la soluzione in forma implicita.

Se cid non ¢ possibile, ma dalla seconda equazione & possibile esplicitare y = f(p, C),
allora da pdx — dy = 0 ricordando che dy = 9,f(p, C) dp si ricava la soluzione in forma

199
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parametrica:

F(h(p,C), f(p,C),p) =0.

Il caso p = 0 corrisponde a soluzioni costanti. Pertanto se esiste C € R tale che F(x,C,0) =0,
allora I'equazione ammette la soluzione costante y = C (integrale singolare).

(2) Se in VF non compare la variabile y, sostituiamo nella prima equazione dy = pdx. Si ha
allora

(9xF(x,y,p) + pdyF(x,y,p)) dx + 9,F(x,y,p) dp = 0,
Ricordando che le derivate parziali di F non dipendono da y, questa diventa un’equazione

totale nelle variabili x, p. Supponiamo essa abbia soluzione V(x,p) = C con C € R. Si
perviene quindi alla soluzione in forma implicita:

{F(x,yfp) =0,
V(x,p)=C.

Se da questo sistema e possibile ottenere un’equazione dove non compare la variabile p, tale
equazione rappresenta la soluzione in forma implicita.

Se cid non e possibile, ma dalla seconda equazione & possibile esplicitare x = f(p,C),
allora da pdx — dy = 0 ricordando che dx = 9,f(p, C) dp si ricava la soluzione in forma
parametrica:

x=f(p,C),
y= /Papf(p, C)dp =:h(p,C),
F(f(p,C), h(p,C),p) = 0.

OSSERVAZIONE 25.1. Un caso particolare e dato da equazioni della forma:

51 () + Pt (5, 9)5" () -+ Pr(x, )9(x) + Polx, )y (x) = 0
In questi casi si considera il polinomio nella variabile A
Q(A) == A"+ Py 1 (x, y)A" L4 -+ Py(x,y)A,
e lo si fattorizza ottenendo un prodotto di » fattori lineari:

n—1

QA) =TT = F(x,y)).
k=0
Detta fi(x,y, Cx) = 0 la soluzione in forma implicita di y(x) = F(x,y) al variaredik =0,...,n — 1
e Cr € R, la soluzione finale in forma implicita é:

n—1
H fk(x, y, Ck) =0.
k=0

ESERCIZIO 25.2. Risolvere I'equazione x = y’ +ev,

SVOLGIMENTO. Poniamoy’ = p,da cuidy = pdx. L'equazione diventa F(x,y,p) :=x—p —ef =
0. Il dominio di F & tutto IR?, quindi non vi sono integrali singolari di prima specie. Inoltre dpF #0,
quindi non vi sono integrali singolari di seconda specie. Si ha VF(x,y,p) = (1,0,—1 —¢*), da cui
’equazione totale dx + (—1 —e”)dp = 0. Tale equazione ¢ a variabili separate, quindi si ottiene
immediatamente

w(p)= [(+eN)dp=p+e+c ceR
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Dovendo poi essere F(x,y, p) = 0, si ottiene ¢ = 0. Poiché dy = pdx = p(1 +e¢”)dp,siha

. 2 2
y(p)=/p(1+e*’)dp:%+/pe?’:%+(p—1)ep+d,denz.

La soluzione in forma parametrica & quindi:

x(p) = [(A+endp=p+e,

2 2
vp) = [pa+eydp=L s [pr =D s (p-ter+ader
ESERCIZIO 25.3. Risolvere ’equazione x =y’ + log |v/|.

SVOLGIMENTO. Il problema & posto in R®\ {p = 0}. Poniamo ' = p, da cui dy = pdx. Le-
quazione diventa F(x,y,p) := x — p —log|p| = 0. F non & continua su p = 0, quindi escludiamo
la presenza di integrali singolari di prima specie. Da d,F (x,y,y') = 0 otteniamo y’ = —1, quindi
y(x) = —x + ¢, ma questa curva non soddisfa F(x, y(x),y'(x)) = 0, quindi escludiamo la presenza
di integrali singolari di seconda specie.

Si ha VF(x,y,p) = (1,0,—1 —1/p), da cui l'equazione totale dx + (-1 —1/p)dp = 0. Tale
equazione ¢ a variabili separate, quindi si ottiene immediatamente

X(p)=/(1+1/P)dp=p+log|p|+c,celR.

Dovendo poi essere F(x,y, p) = 0, si ottiene ¢ = 0. Poiché dy = pdx = p(—1—1/p)dp, siha

pZ
y(P)Z/P(1+1/p)dp=7+p+d,de]R.

La soluzione in forma parametrica & quindi:

x(p) =p+loglpl,

pZ
y(p) :?+p+d,de]R.

Dalla seconda equazione & possibile esplicitare p, ottenendo p = —1+ /1 —2(d — y), quindisi ha la
soluzione in forma implicita:

x=-1+/1-2(d—y)+log|-1+/1—-2(d—y)|,deR.
Definendo la costante C = 1 — 2d € R, otteniamo
x = —1im+log’—1im ,CER.
ESERCIZIO 25.4. Risolvere I'equazione y = ¢¥ (y' — 1).
SVOLGIMENTO. Poniamo F(x,y,p) = —y +e?(p — 1). Il dominio di F & tutto R3, quindi non vi

sono integrali singolari di prima specie. Si ha d,F(x,y,p) = e/(p — 1) + e? = pe? nullo solo se p = 0,
quindi d,F(x,y,y’') = 0sey’ = 0, ovvero y = ¢, ¢ € R. Sostituendo, si ha F(x,c,0) = —c — 1, nullo
per ¢ = —1. Quindi y(x) = —1 & integrale singolare di seconda specie.

Siha VF(x,y,p) = (0, —1, pe?), da cui 'equazione totale — dy + (pe?) dp = 0. Tale equazione ¢ a
variabili separate, quindi si ottiene immediatamente

y(p) Z‘/(Pep)dpzep(p—l)qtc,ce]R.
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Dovendo poi essere F(x,y,p) = 0, si ottiene ¢ = 0. Poiché dy = pdx, e —dy + (pe?)dp = 0,
dividendo per p # 0 (il caso p = 0 & gia stato trattato) si ha ovvero dx = e dp, quindi x(p) = e” 44,
d € R. La soluzione in forma parametrica ¢ quindi:

y(p) =ef(p—1),

x(p) =el+d, deR.
Dalla seconda, si ha p = log(x — d), quindi sostituendo nella prima si ricava la soluzione in forma
esplicita:
y(x) = (x —d)(log(x —d) — 1),
cui va aggiunta la soluzione singolare y(x) = —1.
ESERCIZIO 25.5. Risolvere 'equazione y = [y']*> + /1 + [y/]%.

SVOLGIMENTO. Poniamo F(x,y, p) = —y + p> + /1 + p2. Il dominio di F & tutto R*, quindi non
vi sono integrali singolari di prima specie. Si ha

p p
dpF(x,y,p) =2p + =pl2+
pF(x,y,p) =2p Tt P( ’1ﬁ>

nullo solo se p = 0, quindi d,F (x,y,y') = 0sey = 0, ovveroy = ¢, c € R. Sostituendo, si ha
F(x,¢,0) = —c + 1, nullo per ¢ = 1. Quindi y(x) = 1 & integrale singolare di seconda specie.
Siha

N

VF(x,y,p) = (0, -1,2p+ P) ,

da cui I'equazione totale

—dy + <2p+p> dp =0.

N

Tale equazione e a variabili separate, quindi si ottiene immediatamente

p 2
y(p):/(Zp—i- dp=p +/1+p?>+c,ceR.
V14 p?

Dovendo poi essere F(x,y,p) = 0, si ottiene ¢ = 0. Poiché dy = pdx, e —dy + (pef)dp = 0,

dividendo per p # 0 (il caso p = 0 & gia stato trattato) si ha ovverodx = | 2+ 1 dp, quindi

V14 p?
x(p) =2 +/7 ;d

Posto v/1+ p2 = p+v,siha 1+ p? = p? + 2pv + v?, quindi
_1—02 _—402—2+202_02+1

P= 20 dp = 492 202 do.

Pertanto

1 1 *+1 1 5
| =, e fe= [y o= ombl =teslp gl an
La soluzione in forma parametrica € quindi:

y(p) =p*+V1+p%

x(p) =2p+loglp—/1+p?*+d,deR,

cui va aggiunta la soluzione singolare y(x) = 1.
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ESERCIZIO 25.6. Risolvere 1'equazione di Clairaut y = xy’' + f ().

SVOLGIMENTO. Poniamo F(x,y,p) = xp —y + f(p). Poniamo y’ = p da cui dy = pdx. Cer-
chiamo integrali singolari: 0,F(x,y, p) = x + f'(p), che si annulla per x = —f'(p), da cui l'integrale
singolare in forma parametrica

y(p) =—f(pr+£f(p),

x(p) =—=f(p),
Supponiamo ora x + f'(p) # 0. Siha VF(x,y,p) = (p, —1,x + f'(p)), da cui 'equazione totale

pdx — dy+ (x+ f'(p))dp = 0.

Poiché VF non dipende da y, sostituiamo dy = pdx ottenendo (x + f'(p))dp = 0 da cuidp = 0,
quindi p = ¢,c € R. Sihaalloray = cx + f(c), ¢ € R, cui va aggiunto 'integrale singolare in forma
parametrica trovato.

ESERCIZIO 25.7. Risolvere I'equazione di d’Alembert y = xf(y') — g(y’) con f(p) # p.

SVOLGIMENTO. Osserviamo preliminarmente che se f(p) = p, l'equazione diventa un’equazione
di Clairaut. Supponiamo f(p) # p. Poniamo F(x,y,p) = xf(p) — g(p) —y. Poniamo y’ = p da
cui dy = pdx. Cerchiamo integrali singolari: d,F(x,y,p) = xf'(p) — §'(p). Studiamo i valori per
cui quest’espressione si annulla: se f'(p) = 0 allora necessariamente ¢’'(p) = 0 e si ha f(p) = ¢,
g(p) = c2, ¢ € R quindi 'integrale singolare &€ y = c1x — ¢z, ¢1,¢2 € R. Se invece f'(p) # 0, si ha
'integrale singolare in forma parametrica:

y= mf(v) —g(p)-
Supponiamo ora xf'(p) — ¢'(p) # 0. Siha VF(x,y,p) = (f(p),—1Lxf'(p) —g'(p)), da cui

I'equazione totale
fp)dx — dy + (xf'(p) = &'(p)) dp = 0.
Poiché VF non dipende da y, sostituiamo dy = p dx ottenendo

(f(p) = p)dx + (xf'(p) — g'(p))dp = 0.
da cui, essendo f(p) # p,

dx _fp) &)
dp flp)—p  flp)—p

che & un’equazione lineare in x = x(p). Sia x(p, c) la soluzione generale di tale equazione con ¢ € R.

Si ottiene la soluzione dell’equazione di partenza in forma parametrica al variare di ¢ € R:

x =x(p,c),
{y =x(p,c) f(p) — &(p).
ESERCIZIO 25.8. Si trovi la soluzione generale dell’equazione differenziale:
v (x) = 2(y/ (0))* = &y (),
Si determini poi in forma esplicita la soluzione relativa alle condizioni y(1) =0, y'(1) = 3

SVOLGIMENTO. Osserviamo che il problema ammette le soluzioni y’'(x) = 0, ovvero y = cost. Se
y'(x) # 0, dividendo per (y'(x))? si ottiene

i -
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che si riscrive come

d |:y,1:| = i[ey(x) —Zx].

dx |y (x) dx
Tali funzioni quindi debbono differire per una costante:
1

—— = V) —2x+¢q, 0 €R.
y'(%)
Se scriviamo tale equazione come equazione totale si ha:
w(x,y) =px,y)dx+q(x,y)dy =dx+ (—eV +2x —¢1) dy = 0.
Tale equazione non ¢ esatta, tuttavia si ha:
Iyp(x,y) — (%, )
—px.y)
che puo essere vista come funzione della sola y. Quindi si ottiene il fattore integrante A(x,y) =
el 24y — ¢ ¢ l'equazione Aw = 0 e esatta:

=2,

3y
Aw = e¥dx + (—e¥ + 2xe® — c1e¥) dy = d |xe® — % - %ezy :

Si ottengono allora le soluzioni in forma implicita:

3y
e C

Sostituendo le condizioni date in quest’espressione, si ha co = 2/3 — ¢1/2. Se sostituiamo tali con-
dizioni nell’espressione 1/y' = e/ —2x + ¢y si ottiene 1/3 = 1—-2+c¢;dacuicy = 4/3ec; =0,

pertanto
e 2\ ,
- S Y —
3 =+ (x 3> e
Dividendo per ¢% e passando al logaritmo si ha:

y(x) =log (3x —2).

Altro modo: poniamo ' = pdacuiy” = Z—p e dy = pdx. Sostituendo nell’equazione data si ha:

X
dj_ 2 LYy3
dx_zp “r
y//_dj

dx’

In forma di sistema di equazioni totali si ottiene allora:

dp = (2p* — &'p®) dx,

dy = pdx,
e quindi:

dp + (eVp* —2p)dy = 0.
Scriviamo tale equazione nella forma w(y, p) = {,(y, p) dy + {p(y, p) dp = 0, dove {y(p,y) = e/p* —
2p e {y(y, p) = 1. Cerchiamo un fattore integrante per questa equazione. Si ha:
Iy, p) = 0yEp(y, p) = F(P)Cy(y, ) +8()Ep (v, ),

ovvero 2¢/p —2 = f(p)(e'p* = 2p) +8(y).
Derivando in y questa espressione si ha 2¢/p = f(p)e’p? + ¢'(y). Scegliamo pertanto f e g in

modo che 2p = f(p)p?> e g’ = 0 ovvero f(p) = 2/p e g = cost. Si ha quindi 2e/p —2 = 2e¥p — 4 +
g(y). e pertanto g(y) = 2.
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La forma w(y, p) ammette quindi il fattore integrante

2y
A(y, p) = ef —f(p)dp+[gy)dy _ 3—210gp+2y _ epz,
o 2y 2y 3y L2y
_ & sy _ 27 _ e eV
Ay, p)w(y, p) = 2 dp—{—(g 2 )dy d[3 p]
Si ottiene cosi:
€3y eZy
— - —=cCcER,
3 p

che puo essere scritta anche come:

Poiché % dy = dx si ottiene:
eV —3ce

dx—fdy,celR,

e integrando:

1 1
x = gey + Ece’zy +d, c,d € R
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Sostituendo le condizioni p(1) = y'(1) =3ey(l) =0sihac=0ed =2/3,dacuix =¢Y/3+2/3e

quindi y(x) = log(3x — 2), che conferma il risultato precedente.






CAPITOLO 26

Studi qualitativi (facoltativo)

ESERCIZIO 26.1. Si consideri, per ogni « € IR, il seguente problema di Cauchy per x > 0:

{y/(x) =1-2212(x),
y(0) =a.

Si chiede di effettuare uno studio qualitativo delle soluzioni del problema dato al variare del para-
metro reale «, con particolare riguardo al limite per x — +oo, qualora si possa considerare, o all’e-
ventuale presenza di un asintoto verticale. Discutere 'esistenza e 1'unicita di un valore a* tale che la
corrispondente soluzione y* risulti monotona su [0, +oc0). Si estenda infine lo studio precedente alla
semiretta (—oo,0]. Si dica se esistono soluzioni definite su tutto R.

SVOLGIMENTO. Vale il teorema di esistenza e unicita locale.

)

)

)

(4)

()

(6)

Punti a tangente orizzontale e regioni di monotonia: si ha y’ = (1 — xy)(1 + xy) pertanto y’ si
annulla sui quattro rami delle due iperboli equilatere di equazioni xy = +1. Per continuita
si ha che iy’ > 0 nella regione connessa da essi delimitata contenente gli assi.

Simmetrie: posto z(x) = —y(—x), si ha che z soddisfa la stessa equazione soddisfatta da
Y, pertanto se y(x) & soluzione per x > 0, anche la funzione di grafico simmetrico rispetto
all’origine e soluzione per x < 0. Limitiamo quindi lo studio al caso x > 0.

Regioni invarianti: consideriamo il sistema ¥ = 1, y = 1 — x?y%. Per questo sistema si ha
che le due regioni connesse di piano definite da {|xy| > 1, x > 0} sono invarianti, pertanto
tali regioni sono invarianti in avanti per 'equazione di partenza e i punti della loro frontiera
sono punti di massimo relativo per la soluzione. In modo analogo si ottiene che {|xy| >
1, x < 0} sono invarianti all’indietro e i punti della loro frontiera sono punti di minimo per
la soluzione.

Studio del caso « > 0, x > 0: Sia « > 0, la soluzione per x > 0 & crescente e quindi incontra
il ramo di iperbole nel primo quadrante nel punto di massimo (X, ¥a) con 1/x, = v > &,
e poi & decrescente: quindi per x > x, essa € limitata dall’alto da y, e dal basso dal ramo di
iperbole contenuto nel primo quadrante. Pertanto se @ > 0 la soluzione ¢ definita per ogni
x > 0. Per x > x, essa e strettamente decrescente e limitata dal basso e quindi ammette
limite finito, pertanto deve avere un asintoto orizzontale. Poiché y'(x) = 1 — x?y(x)? e il
limite per x — +oo di questa espressione deve essere nullo, I'unica possibilita e che si abbia
y(x) — 07 per x — +o0.

Studio del caso « > 0, x > 0: Se « = 0, si ha y’(0) = 1 quindi esiste un intorno di 0 dove la
soluzione & strettamente crescente, in particolare esiste ¢ > 0 tale che y(¢) > 0ey'(¢) > 0. A
questo punto 'andamento & il medesimo del caso per a > 0.

Studio del caso x < 0, x > 0: osserviamo che il primo quadrante & una regione invariante in
avanti, pertanto tutte le soluzioni che vi entrano ad un certo istante xo > 0 vi rimangono
per tutti gli istanti successivi, crescono a partire da xp fino all’intersezione con il ramo di
iperbole nel primo quadrante (che avviene nel punto (x,,y,) con x, > xp e Y, > 0 e poi
decrescono asintoticamente verso 0. Poiché iy’ < 1, per x > 0 la soluzione & sempre sotto
alla retta y = x + &, e in particolare per & < —1 tale retta interseca il ramo di iperbole nel IV
quadrante. Pertanto una soluzione con « < —1 cresce fino a toccare un punto di tale ramo di
iperbole (dove ha il massimo) e poi entra in una regione invariante di decrescenza. Se aves-
se limite finito, esso dovrebbe essere nullo perché la soluzione dovrebbe avere un asintoto
orizzontale e quindi passando al limite nell’equazione, si dovrebbe avere y — 0, tuttavia cio
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non & consentito per l'invarianza della regione di decrescenza, dunque il suo limite & —co. E
necessario stabilire se raggiunge —oo in tempo finito oppure no. A tal proposito, notiamo che
per il teorema di esistenza e unicita, esiste e = e(a) > 0 tale che la soluzione sia senz’altro
definita per |x| < ¢ e per x > ¢ nell'intervallo massimale di definizione vale y’ < 1 — %2
Consideriamo quindi la soluzione di z = 1 — ¢2z? e procediamo con il confronto. Si ha:

dz
/(l—sz)(l+£z):t+c

da cui
1 1+ez
—1 =t
2¢ 0B < 1—ez ) +C
e quindi, per K € R costante opportuna
1+ez _ gkt
1—ez
da cui:
_ 1Ke* -1

Se K < 0siha che z(t) — —oo pert — t, := log(|1/K])/(2¢), tale valore & positivo se
K < —1, e poiché y(x) < z(x), si ha che y(x) ha un asintoto verticale per t — t, .. In
particolare cid accade se z(¢) < —1/¢, pertanto tutte le soluzioni che entrano nella regione
invariante di decrescenza del IV quadrante hanno un asintoto verticale.

Soluzioni monotone su [0, +oo[: Affinché una soluzione sia monotona per x > 0 deve essere
monotona crescente e quindi non deve mai entrare nelle regioni invarianti di decrescenza.
Per l'invarianza del I quadrante si ha che essa deve essere compresa nella regione di piano
del IV quadrante al di sopra del ramo di iperbole xy = —1. Sia y(«, x) la soluzione dell’e-
quazione valutata al tempo x soddisfacente y(x,0) = a Osserviamo che se a; < a; si ha
y(a1, x) < y(az, x) per ogni x dove le due soluzioni sono definite. Poniamo:

A={aeR: esistex, >0: y(a, xy) =1/x4},

esso ¢ I'insieme delle condizioni iniziali corrispondenti a traiettorie che entrano nella regione

invariante del primo quadrante. Poiché [0, +co[C Aea ¢ A per ogni a« < —1, si ha che tale

insieme & non vuoto ed inferiormente limitato, pertanto esiste a* € R, a™ = inf A.
Analogamente si ponga:

B={ae€R: esistex, >0: y(a,x,) =—1/x,},

esso e I'insieme delle condizioni iniziali corrispondenti a traiettorie che entrano nella regione
invariante del quarto quadrante. Poiché | —oco, —1] C Aea ¢ A per ogni « > 0, si ha che
tale insieme € non vuoto e superiormente limitato, pertanto esiste a~ € R, a~ = sup B.

Proviamo che o™ ¢ A: se per assurdo at € A si ha che la traiettoria y(a™, x) interseca il
ramo di iperbole del primo quadrante in un punto (x,+,1/x,+). Sia ¥ > x,+ e consideriamo
la soluzione i che all’istante ¥ valga 1/%. Tale traiettoria (poiché y’ < 1) & definita in tutto
l'intervallo [0, ] (in cui & maggiore o uguale della retta di coefficiente angolare 1 passante per
(x,1/x). Inoltre si ha y(a™, %) all’interno della regione invariante, quindi y(a™, x) > (%),
e percio 7(0) = a < y(a™,0) = a™, quindi & € A contro la definizione di ™. In modo del
tutto analogo si prova che a™ ¢ B.

Quindi se &« € [, a™] la traiettoria per x > 0 non entra in nessuna delle due regioni
invarianti di decrescenza, pertanto essa e strettamente monotona crescente, contenuta nel
quarto quadrante e il suo limite & nullo. Discutiamo 'unicita: siano a; < ap con ay,a €
[, a"] e siano y1(x), y2(x) le corrispondenti traiettorie: si ha allora y;(x) < y2(x) < 0 per
ogni x

d
T (%) = (%) = (i (x) — y3(x)) > 0
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FIGURA 26.1.1. Lostudiodiy =1 —x*/2,y(0) =a,a € R

quindi la differenza y>(x) — y1(x) & una funzione strettamente crescente che vale xp —aq > 0
in 0. Tuttavia entrambe le traiettorie convergono allo stesso limite per x — +o0. Cid &
assurdo, quindi a™ = a” = a*.

(8) Conclusione: Lo studio della semiretta x < 0 & riconducibile per simmetria a quello per x > 0.
Le soluzioni definite su tutto R sono quelle corrispondenti alle condizioni iniziali || < —a*
(che sono prolungabili su tutto R da ambo le parti).

ESERCIZIO 26.2. Dato il problema di Cauchy

2
! 4 X

SN CERE

y(1) =0,
si chiede di studiare esistenza ed unicita, locale e globale, della soluzione e tracciarne un grafico
qualitativo.

SVOLGIMENTO. Poniamo 5
4 x
XY=y — ——.
foy) =¥ = G
Siha che le ipotesi del Teorema di Cauchy sono soddisfatte, ma non e detto che le soluzioni massimali
possano essere prolungate a tutto 1’asse reale. Andiamo a studiare le curve di punti stazionari y = 0.
Esse sono date da:




210 26. STUDI QUALITATIVI

quindi se x > 0 le curve sono

X
==
Y 1+x
mentre se x < 0 allora le curve dei punti stazionari sono
—x
== .
Y 1—x
D’altra parte, posto z(x) = —y(—x), si ha
2 A 2

/ / 4
pertanto l'insieme delle soluzioni & simmetrico rispetto all’origine.

Si ha che R?\ {(x,y) : f(x,y) = 0} & diviso in quattro regioni connesse, due a due simmetriche
rispetto all’origine. Chiameremo R, R*, Q" e Q™ le regioni connesse di R? \ {(x,y) : F(x,y) = 0}
contenenti rispettivamente (—1,0), (1,0), (0,1), (0, —1). Osserviamo che R* sono regioni di de-
crescenza e che R @ una regione invariante, pertanto l'intervallo massimale di definizione della
soluzione contiene [1, +oo|.

Per t > 1,la soluzione & strettamente monotona, e contenuta nella regione R a sua volta contenu-
ta nella regione {(x,y) : y > —1}, pertanto ammette limite finito £ a 4+-c0. Per il teorema dell’asintoto,
passando al limite nell’equazione si ottiene che per t — +oco la soluzione & asintotica a —1. Questo
conclude lo studio per t > 1. Studiamo il caso t < 1. Procedendo a ritroso da t = 1, la soluzione
cresce fino ad incontrare la curva dei punti stazionari in un punto 0 < f < 1, ivi ha un massimo
0 < M < 1 e poi decresce fino ad entrare nella regione R~ dove ha un punto di minimo. La regione
R~ ¢ invariante all’indietro, pertanto la soluzione ¢ definita su tutto R. Procedendo verso —co, si ha
che la soluzione é crescente e limitata da 1 perché contenuta in R™, quindi ammette limite e ammette
asintoto orizzontale a —co. Passando al limite nell’equazione si ottiene che essa & asintotica a 1.

Curiosita: In figura i punti di massimo e di minimo appaiono estremamente vicini e pressocché
indistinguibili. In effetti, una loro approssimazione numerica porge (0,01303,0, 113630) per quanto
riguarda il massimo e (—0, 01303, 0, 113627) per quanto riguarda il minimo, il rapporto dy/dx & di
circa 1,1 - 1074, molto piccolo per essere nitidamente osservato in questa scala.
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FIGURA 26.2.2. Lostudiodiy’ =y* — m, y(1) =0.






CAPITOLO 27

Lezione del giorno giovedi 21 gennaio 2021
Serie di Fourier (Durata 3")

ESERCIZIO 27.1. Si consideri la funzione f : R — R, 27t-periodica e pari definita da f(t) = g —t
pert € [0, ).
(1) Scrivere lo sviluppo in serie di Fourier di f;

(2) Studiarne la convergenza;
(3) Valutare la somma della serie in ¢t = 0.

SVOLGIMENTO.

(1) La funzione & pari, quindi f( EO E cosnt. Sihapern € IN, n # 0:

:i/_if(t)dtZi/oﬂf(t)dt:O
:i/:;f(t)cosntdt: 72_[/07T (g_t) cosmtdf = % <[<72T—t) Sir;nt]:—/on—Sir;ntdt)

_ 2 [_cosnt]” _2(1-(=1)")
0o 7T

nrw n n?2

Pertanto:

E i _ )n) cosnt.

21

Osservando che a, = 0 se n = 2k & pari e a, = 4/(7n?) se n = 2k + 1 & dispari, si ha:

4 & cos ((2k+1)t)
f= nlg (2k+1)?

(2) Si ha che la serie converge alla funzione in L?, perché la funzione & periodica e limitata. Per
quanto riguarda la convergenza puntuale, posto:

=2 A=

n=1

cos nt,

si ha che:

(a) per ogni t # km, k € Z, si ha che f e continua e derivabile, quindi vi & convergenza
puntuale S(t) = f(t).

(b) per ogni t = km, k € Z, si ha che f & continua e presenta un punto angoloso, quindi
anche in questo caso S(t) = f(t).

4 & 1
(3) In particolare, S(0) = f(0) = /2, concludiamo percio che T da cui si

2 %kgo(szrl)Z’
N > 1 m?
puo dedurre che k;o @kri2 " 8

ESERCIZIO 27.2. Si consideri la funzione f : R — R, 2m-periodica, pari, definita da f(t) =
3(t+t) per t € [—m,0]. Dopo aver verificato che la f & sviluppabile in serie di Fourier, scriverne
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lo sviluppo. Utilizzando poi I'uguaglianza di Parseval, determinare la somma della serie numerica
> 1
rg (2n4+ 1)

SVOLGIMENTO. La funzione & periodica e limitata, pertanto in L?(0,27) e dunque sviluppabile
in serie di Fourier. Si ha:

3470
/ \2dt_2/ (77 + 1) 18[(7H3_t)} — 67,

Essendo f pari si avra

S(t) = Eo—i— Zakcos kt),

a0:1/” f(t)dtzz/o f(t)dtzz/o 3(n+t)dt:2[(n;t>2]o_7r:3n

f/ f(t cos(kt )dt = / f(t) cos(kt) dt 2 /0 3(7t + t) cos(kt) dt

con

Quindi per k > 1si ha che ay = 0se k = 2n & pari e ar = 12/(7k?) se k = 2n + 1 & dispari. Si ha
quindi:

3 12 & cos((2n + 1)t)
S =57+ T L o1y

Per I'uguaglianza di Parseval si ha:

e [ 0P = " T

ovvero:

9, & 1
s2= 2ty L
i +n2n§(2n+1)4

La somma richiesta vale pertanto 714 /96.
ESERCIZIO 27.3. Si consideri la funzione f : R — R, 27t-periodica, definita da

2 sete[-m0f

f(t):{ -1 sete [0,7r,[

Dopo aver verificato che la funzione & sviluppabile in serie di Fourier, scriverne lo sviluppo. Utiliz-
zare quindi 'uguaglianza di Parseval per determinare la somma della serie numerica

> 1

7; (2n+1)%
(Nota: i coefficienti di indice pari dello sviluppo sono nulli.)

SVOLGIMENTO. Proviamo che f € L?(—, 7).

1913 = [ Ipwra= [ 1pwpacs [T If0Pd=am 4 =57 < too
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Poiché f € L2(—m, 7t), essa & sviluppabile in serie di Fourier. Calcoliamo i coefficienti dello sviluppo
in serie di Fourier:

aozi/_if(t)dt:i/_onf(t)dtJri/oﬂf(t)dt:Z—lzl

1 7 1 /0 1
ak:;/ﬁﬁf(t)cosktdtzE[ﬁf(t)cosktdt+;/() f(t)coskt dt

0 n : t=0 . -
= 2/ cosktdt — 1/ cosktdt = 2 [smkt] _1 {smkt} —0
A e & t=—m =0

k T k

b= L [" foysinktat = L [ f@)sinktdt+ L [ f(#)sinktd
k—;[ﬁf(t)s1n t t-;[ﬁf(t)s1n t t+;/0 f(t)sinktdt

0 i — t=0 _ t=mt
= 2/ sinkt dt — 1/ sinktdt = 2 { COSkt} _1 { COSkt}
TJ-n T Jo T k g TT k o

= —%(1/k —cos(—km)) + %(Cos(kn)/k —1/k)
1 3
= E(—2+2cos(kn) + cos(km) —1) = E(
Cid implica che by = 0 se k & pari e by = —6/(7k) se k & dispari.

coskm —1).

Osservando che g(t) = f(t) — 1/2 & una funzione dispari (infatti vale 3/2 per t € [—7,0[e —3/2
per t € [0, t]) si poteva dedurre immediatamente che a; = 0 per ogni k > 0, infatti si ha:

T T 1 7T
/ g(t) cosktdt = / <f(t) - > cosktdt = / f(t) cosktdt,
—7T —7T 2 —7T

dove il primo termine & nullo per disparita. Pertanto si ha

4 ) 6 < sin ((2k+1)t)
f(t) = > +l§)akcoskt+bksmkt 2 - Z;‘) T
Per la formula di Parseval, si ha:

1 P L
o [ IfOPRd =D Vet if,

ovvero nel nostro caso:

8 (o]
?; 2n+1

N
> \

da cui si ottiene:
2

i;_z
—=(2n+1)2  8°

ESERCIZIO 27.4. Si consideri la funzione u : R — R, 27t-periodica definita da:

u(t)— —t se —mm<t<O0,
Tl Tt ose0<t< I

(1) Verificare che u & sviluppabile in serie di Fourier e calcolarne i coefficienti.
(2) Studiare la convergenza puntuale della serie.
(3) Utilizzando i risultati dei punti precedenti, calcolare la somma della serie numerica:

> 1
,g 2k+1)2

SVOLGIMENTO.
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(1) Si ha che la funzione u & periodica e |u(t)| & limitata su [—7, 7t], pertanto la funzione &
sviluppabile in serie di Fourier. Calcoliamo i coefficienti dello sviluppo in serie di Fourier:

17 1 _3n
ag—;ﬁnf(t)dt—;ln—tdt+ / rdt =2 =0
0

ay = i/_if(t) cos(nt)dt = p /_n —tcos(nt) dt + ;/0 7 cos(nt) dt

1 [—tsi ¢ t=0 1 0 1 =
[Sm(”q + — / sin(nt) dt + —[sinnt]}=f
f——g  NTTJ—x h

T n
1 1—(—1)"
—_ — [COS Tlt]t,_n — W.
1 . 1/ .
b, = —/ f(t)sin(nt)d —/ —tsm(nt)dt—i—;/ resin(nt) dt
0
_ 1 [tcos(nt)] — —/ cos(nt) dt — 1[cos nt]i=x

G I Gt et
= . ==
La serie di Fourier risulta quindi:
oo 1 .
u(X) 2 + Elan Ccos nx) + b, sm(nx ; cos(nx) n sin nx.

n

(2) La funzione u e di classe C* a tratti, per cui la sua serie di Fourier converge a u nei punti
di continuita e alla media dei valori destro e sinistro di u nei punti di salto. Nel nostro
caso, la funzione e continua in ogni punto ad eccezione dei punti xy = 2k, k € Z, dove il
limite destro vale 77 e il limite sinistro vale 0 (si osservi che nei punti (2k + 1)t conk € Z la
funzione e continua). Pertanto in 0 la serie di Fourier di u converge a 7t/2, cioe si ha:

T 3nm & 1—(=1)"
2 4 n;l 2
Notiamo che i termini di indice pari della sommatoria sono tutti nulli, per cui si ha:

E_2°° 1

4 ;n;o (2n+ 1)’
pertanto la somma richiesta vale 712 /8.

OSSERVAZIONE 27.5. Riepiloghiamo i criteri di convergenza per la somma parziale N-esima S{\]
della serie di Fourier di una funzione f:

(1) Convergenza in L2: S{\] converge a f in L?(0,277) se f & 27-periodica e f € L2(0,27).

(2) Convergenza puntuale: Supponiamo che f sia 27t-periodica, continua e derivabile ovunque
eccetto al pitl un insieme finito di punti. Inoltre, supponiamo che i punti di discontinuita
di f e f’ siano di tipo salto, ovvero esistano finiti i limiti destro f(x") e sinistro f(x~) della

funzione e f'(x*) e f'(x~) della sua derivata. Allora S{\,(x) converge a f(x) se f & continua

fG) = f(x7)
2

f in x. In particolare, se se f & 27r-periodica, continua, derivabile ovunque eccetto al pitt un
insieme finito di punti e nei punti di non derivabilita si abbia che esistano finiti i limiti destro

in x, altrimenti converge alla media tra il limite destro e il limite sinistro di

e sinistro della derivata, allora S{\, converge puntualmente a f(x).

(3) Convergenza totale e uniforme: Supponiamo che f sia 27t-periodica, di classe C! nel com-
plementare di un insieme finito di punti. Inoltre, i punti di discontinuita della funzione f e
della sua derivata f’ siano di tipo salto, ovvero esistano finiti i limiti destro f(x™) e sinistro
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f(x7) della funzione e f'(x™) e f’(x~) della sua derivata. Allora S{\, converge totalmente e
quindi uniformemente a f in ogni intervallo compatto non contenente punti di discontinui-
ta di f. In particolare, se f 27t-periodica, continua e di classe C! nel complementare di un
insieme finito di punti dove esistono finiti il limite destro e sinistro della derivata, allora la
convergenza é totale e uniforme su tutto R.

ESERCIZIO 27.6. Sia g(x) := x(7r — x) con x € [0, 7t]. Si consideri la funzione u ottenuta prolun-
gando g a tutto [—7t, 7] per disparita, e poi a tutto R per 27t-periodicita. Si scriva lo sviluppo in serie
di Fourier di u e se ne studi la convergenza.

SVOLGIMENTO. Si ha che i coefficienti a,, sono tutti nulli, perché u & dispari.

T
by = —/ x)sinnxdx = —/ x)sinnxdx = 721/ g(x) sinnx dx
0

= —/ T—x)sinnxdx = —/ —x? + 71x) sin nx dx

B [ COS nx
T n
2 [sin nx

T
(—x +7Tx)} +2n/ cos nx(— 2x+7r)dx——/ cos nx(—2x + 1) dx
0

n

T 4
(—2x—|—7r)} —I——Z/ sinnxdx = —2/ sinnx dx
n o 1m? Jo 2 Jo

= 1—(=1)"
mtn? n 7Ul3( (=1)%)
Quindi by, = 0 e by = 8/(7t(2k + 1)3) per k € IN. Si ha allora:
8 o 1 ,
u(x) = ; kgo m Sin ((2k + 1)x)
Studiamo la convergenza della serie cosiottenuta. Per ogni x € IR:

1
2k +1)3’

4 {_cosnx];I 4

sin ((2k +1)x)| <

1
(2k+1)3
quindi
i 1

¢ (2k+1)3
infatti il termine generale della serie di sinistra (2k + 1)~ 3 < 2733 < 1/(8k?), termine generale di

una serie convergente. Pertanto la serie che definisce u(x) converge totalmente, quindi uniforme-
mente.

< +o0,

Z(:)?elll}z (2k 13 zsin ((2k+1)x)| <

ESERCIZIO 27.7. Si consideri la funzione u ottenuta dalla g(x) = £ — |x — Z| definita su [0, 77] e
prolungata per disparita a [— 71, 7] e poi per 27-periodicita a tutto R. Si scriva lo sviluppo in serie di
Fourier di u e se ne studi la convergenza.

SVOLGIMENTO. La funzione e dispari quindi i coefficienti a,, sono nulli. I coefficienti b,, sono dati
da:

2 m 2 m
by = —/ x)sinnxdx = —/ u(x)sinnxdx = —/ ¢(x) sinnxdx
7T JO T Jo
:—/ ——‘x—g‘)sinnxdx
/2 T 4 7t
:—/ xsmnxdx+ (n—x)sinnxdx:—zsin<n—).
/2 n 2

Quindi la soluzione risulta essere:

N\:l

)

4
= sin(nx).
T

Lo
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Essa converge uniformemente, infatti si ha:

Z sup sm( )

Sln nx
n=1 xeR

= 1
<)<
che prova la convergenza totale e quindi uniforme della serie.

ESERCIZIO 27.8. Si consideri la funzione u ottenuta dalla g(x) = x definita su [0, 7] e prolungata
per parita a [—7t, 7] e poi per 27t-periodicita a tutto R. Si scriva lo sviluppo in serie di Fourier di u e
se ne studi la convergenza. Si determinino le somme delle serie numeriche:

ad 1 S |
51 = — 52 = —.
k;:) (2k +1)2 ,;_1 n2
SVOLGIMENTO.
2 7T
apg = 7/ X =TT
7t Jo
2 [T 2 i = 2 T 2
_ = / x cos(nx) dx = = [“‘“‘W] — 2 [Tsin(nx)dx = ———(1— (=1)"),
T Jo s n o nmJo n4m
da cui 1y L
7 21— (-1 cos(2k + 1)x
=5 gL coslm) = *‘*2 k1)

Il termine generale della serie & maggiorato da 1/n?, termine generale di una serie convergente.
Pertanto la serie converge totalmente, quindi uniformemente e puntualmente. In particolare in x = 0
vale:
T4 1
o= 2ty 1
2 Q= (2k+1)

Quindi la somma

Siha s
o S - 2
52_;ﬁ_g(zk+1)2+,§(zk)2_51+Z,§lﬁ_51+ 1

ma allora



CAPITOLO 28

Lezione del giorno venerdi 22 gennaio 2021
Metodo di separazione delle variabili (Durata 3")

ESERCIZIO 28.1. Si determini col metodo di separazione delle variabili la soluzione (sotto forma
di serie) dell’equazione del telegrafo sul segmento [0, 77|, con ambedue le estremita libere:

Up +2Up — Uyy = 0, uy(0,t) = uy(rmr,t) =0,

assumendo come dati iniziali #(x,0) = 0 e us(x,0) = x. Si discuta la convergenza uniforme della
serie ottenuta.

SVOLGIMENTO. Cerchiamo soluzioni non nulle nella forma u(x,t) = T(t#)X(x). Sostituendo
nell’equazione si ha:

T(H)X(x) +2T(t)X(x) — T(H)X(x) =0
e dividendo per T(#)X(x) si ottiene:

T() +2T()  X(x)
T(t) X(x)

=0,
pertanto si ha:

T(t)+2T(t) — AT(t) =0,
Dai dati iniziali si ricava u,(0,¢) = T(t)X(0) = 0e uy(7,t) = T(¢)X(7r) = 0da cui X(0) = X(7r) = 0.

Cerchiamo quindi soluzioni non nulle di:

X(x) = AX(x) =0
X(0) = X(m) =0,
A.

{X(x) —AX(x) =0

al variare di A € R. L'equazione caratteristica & y? =
Se A > 0 la soluzione e:

X(x) = cle‘/Xx + cze_‘/Xx, €1, €R

X(x) = eV AeVAY oy AeVAY, c1,00 €R
Sostituendo le condizioni iniziali e finali siha 0 = X(0) = (c; — cz)VAdacuic; = ¢y, e 0= X(7) =
a1V (eﬁ” — VAT ) il che implica ¢; = 0, quindi 1'unica soluzione ¢ quella identicamente nulla, non
accettabile.
Se A = 0 la soluzione & X(x) = c; + cox al variare di c¢1,co € R. Poiché X(x) = cy, si ottiene
c» = 0 e si ha la soluzione accettabile X(x) = c; € R\ {0}.
Se A < 0, posto w = 1/|A], la soluzione & X(x) = ¢ cos(wx) + ¢z sin(wx) al variare di 1, c; € R.

Si ottiene X(x) = —cjw sin(wx) + cow cos(wx), e sostituendo si ha 0 = X(0) = cocw dacuic, =0e
0 = X(7) = —cjwsin(wx) da cui w € Z, pertanto A = —n?,n € N, n # 0.
Quindi ’equazione per X(x) ammette soluzioni accettabili per A = —n2,n € N e si ha X, (x) =

¢y cos(nx), il che comprende anche il caso A = n = 0. L'equazione per T(f) risulta:

T(t) +2T(t) + n®T(t) =0,
T(0) = 0.
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L’equazione caratteristica & 2 + 2u + n?> = 0, il cui discriminante & A = 4(1 — n?). Studiamo i vari
casi in base al segno del discriminante, tenendo presente che n € IN.

Sen = 0sihaA > 0eleradici sono yy = 0 e yp = —2, pertanto le soluzioni sono T(t) =
d1 + dye~2 al variare di dq, d» € R. Sostituendo la condizione iniziale T(0) = Osiottiened; = —dy e
quindi To(t) = d1(1 — e ).

Sen = 1siha A = 0 e l'unica radice doppia & p = —1, pertanto le soluzioni sono T(t) =

die~! + dote™" al variare di d1,d, € R. Sostituendo la condizione iniziale T(0) = 0 si ottiene d; = 0 e
quindi Ty (t) = date’.

Sen > 1siha A < 0esihanno le due radici complesse coniugate y; = —1+ivVn? — 1,y = —1—
iv/n? — 1, pertanto le soluzioni sono T(t) = die~! cos(v/n? — 1t) + dye ' sin(v/n? — 1t). Sostituendo
la condizione iniziale T(0) = 0 si ottiene d; = 0 e quindi Ty, (t) = dne !sin(vn2 —1t).

Definiamo u,(x,t) = T,(t) X, (x), si ha:

uo(x,t) = do(1 —e )y = ap(1 — e )

ui(x,t) = dite 'cycosx = ajte ' cosx

un(x,t) = dye 'sin(v/n2 —1t) ¢, cos(nx) = aze 'sin(v/n2 —1t) cos(nx).
Derivando in t e valutando in 0:
drup(x,0) = 2ay

oru1(x,0) = a3 cos x

Aty (x,0) = a,v/ n? —1cos(nx).

Cerchiamo soluzioni del tipo u(x,t) = Z uy(x,t), derivando in ¢ e valutando per t = 0 si deve

n=0
avere:

oo e}
x = duu(x,0) = Y Opun(x,0) = 2a9 4 aycosx + Y_ a,\/n? —1cos(nx)
n=0 n=2
Pertanto & necessario calcolare lo sviluppo in serie di Fourier della funzione f(x) = x definita in
0, 7] estesa per parita in [—7t, 77| e per 27t-periodicita a tutto R. Se n > 1 si ha:

7T
1/ xdx:n

27T Jo 2
2 (7 2 i T o2 ym 2(1—(—1)"
—/ xcos(nx)dx = = [xsm(nx)} — — [ sin(nx)dx = —#
7 Jo T no |, nmlo n
Pertanto si ha per |x| < 7
o2& (1—-(-1)) 4 2 &1 (—1)"
=3 ;';Tcos(nx) =5 = -cosx En;l Tcos(nx),

da confrontare con

X = 2ag+ ajcosx + Z an\V/ n? —1cos(nx).
n=2
T 4 4 1
Neseguecheaqy = —, a1 = ——,eay = 0ea = —— erk € N,k <1.
g 0 3" T 2k 2k+1 I(1+K) 2k + 1) p

Pertanto si ottiene:
7T _ 4 Fsin(/4k(1+k)t)
=T 2 2
u(x,t) 4( e ) 7[ fcosx —

4k(1+k)(2k+1)2

cos((2k+1)x).

Studiamo ora la convergenza della serie ottenuta. Maggioriamo il termine generale della serie:

e tsin(y/4k(1+k) t) c _¢
4k(1+ k) (2k +1)2 os(Zk+ 10| < 54 = i

|ui(x, )| =
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il termine di destra ¢ termine generale di una serie convergente, quindi la serie che definisce u
converge totalmente, quindi uniformemente.

Se consideriamo la serie delle derivate prime rispetto a x, ottieniamo

e tsin(y/4k(1+k)t) 1 C1
sin((2k+1)x))| <C <
4k(1+ k) (2k +1) (=sin(( I sCgp xR
il termine di destra ¢ termine generale di una serie convergente, quindi la serie che definisce d,u
converge totalmente, quindi uniformemente.

|9 (x, £)| =

Se consideriamo la serie delle derivate seconde rispetto a x, ottieniamo
> e 'sin(\/4k(1+k)t)

92 u;(x, t)
k; et k; VAk(1+k)

11 coefficiente del coseno ¢ in modulo maggiorato da 1/k. Pertanto tale serie converge in L2.

—cos((2k +1)x).

Se consideriamo la serie delle derivate prime rispetto a t, otteniamo

1 +l
(2k+12 " 12

et cos(\/4k(1 + k) t)
(2k+1)?

il termine di destra & termine generale di una serie convergente, quindi la serie che definisce d;u
converge totalmente, quindi uniformemente.

|9suge(x, £) | < [uge(t, x)| + os((2k+1)x)| <

Se consideriamo la serie delle derivate seconde rispetto a t, otteniamo

i 9?22 [e~tsin(\/4k(1+ k) t)
ot 4k(1+ k) (2k + 1)2

Sia by (t) il coefficiente che compare parentesi quadre.

os((2k+1)x).

(0] < 0]+ o0 | I cos( 2+ 1)) ‘
S(Zk—lkl)+1<12+ ¢ COS((zkikSJrk)t) os((2k +1)x)| +
¢ Cos(gkikS”) f) 4k(1+k)cos((2k+1)x)]|
2 1 VEEED 2,1

= 2k+1)2 kT (2k+1)2 Tk Tk+1

Pertanto la serie converge in L2.
In definitiva, la serie trovata risolve il problema nel senso di L2, ma non & una soluzione classica.

ESERCIZIO 28.2. Si determini col metodo di separazione di variabili la soluzione (sotto forma di
serie) dell’equazione di reazione-diffusione-trasporto sul segmento [0, 7t]:

Up — Upy — 22Uy — U =0, xe0,7], t>0

con dati al contorno di Dirichlet omogenei u(0,t) = u(rm,t) = 0Vt > 0, assumendo come dato
iniziale u(x,0) = x(7r — x)e * per 0 < x < 7. Si discuta la convergenza uniforme della serie ottenuta.

SVOLGIMENTO. Cerchiamo soluzioni u(t, x) = T(t)X(x), sostituendo nell’equazione si ha:
T(t)X(x) — T(t)X(x) —2T(#)X(x) — T(¢)X(x) = 0,
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e supponendo che u(t, x) = T(¢)X(x) # 0 per ogni (¢, x) si ottiene dividendo per tale espressione:

() X,
() X(x) “X(x)

ovvero:

T(t)  X(x)+2X(x) B
T - X@)  T1TASR

Consideriamo a questo punto le equazioni:

{T@):AT@)

X(x) +2X(x) + (1 —A)X(x) = 0.
Dalle condizioni al contorno #(0,t) = u(7m,t) = 0 per ogni t > 0, si ricava che X(0) = X(m) =0,
pertanto cerchiamo i A € IR tali per cui vi sia soluzione non identicamente nulla per:

X(x) +2X(x) +(1-A)X(x) =0
X(0) = X(r7) = 0.

L'equazione caratteristica dell’equazione & p% + 2y +1 — A = 0, da cui si ricavano

p=—-1—1/1—(1-1)=—-1-VA, o = —1+ VA
Quindi per A > 0 si ottiene che I’equazione ammette al variare di cj, ¢; € IR le soluzioni
X(x) = creM! + cpet?t.

Verifichiamo la compatibilita con i dati iniziali. Da X(0) = 0 siricava che c; + ¢, = 0,eda X (1) =0

IEEPREN

se A > 0 1'unica soluzione compatibile ¢ la soluzione identicamente nulla, non accettabile.
Se A =0, siha y1 = pp = —1. L'equazione ammette al variare di ¢y, c; € IR le soluzioni

X(x) = cre” ! +cote .
Verifichiamo la compatibilita con i dati iniziali. Da X(0) = 0 si ricava che ¢c; = 0 e da X(7r) = 0si
ottiene co7te™ ™ = 0, quindi ¢, = 0 e si ottiene solo la soluzione identicamente nulla, non accettabile.
Studiamo ora il caso A < 0 e poniamo w = /|A|. Per A < 0 si ottiene che le radici dell’equazione

caratteristica sono 1 = —1 —iw e yp = —1 + iw, e quindi I'equazione ammette al variare di ¢y, c2 €
C, dqy,d> € R le soluzioni

X(x) = cre e 4 peT YWY = 7" (cle_“"x + czel“”‘) = e (dy cos wx + dp sin wx) .

Verifichiamo la compatibilita con i dati iniziali: da X(0) = 0 si ottiene d; = 0 e da X(71) = 0 si
ottiene d sin tw = 0. Poiché si cercano soluzioni non identicamente nulle, si ottiene d, # 0 e quindi
w=mnecN\{0}.

In definitiva, si ottiene che A = —n? al variare di n € IN'\ {0}, e le soluzioni di:

X (x) +2X5(x) + (1 —n%)Xu(x) =0
X, (0) = X(mr) = 0.

sono tutte della forma X, (x) = d,e”*sinnx al variare di d, € R. L'equazione U,(t) = —n?T(t)
ammette come soluzione Ty, (t) = T,(0)e . Poniamo u,(t,x) = T,(t)X,(x). Per ogni n, essa &
una soluzione dell’equazione data soddisfacente u,(0,t) = u,(m,t) = 0 per ogni t > 0. Posto b, =
T,(0)d, € R si ottiene per ogni n € IN \ {0} u,(t,x) = bye "!e~* sinnx. Cerchiamo di soddisfare

[ee]
il dato iniziale con una serie di tali funzioni. Cerchiamo i coefficienti b,, in modo che Z un(x,0) =
n=1

(o] oo
u(x,0) ovvero Y bue “sinnx = x(m — x)e™*, quindi x(m — x) = )_ bysinnx. Se ne deduce che
n=1 n=1
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i coefficienti b, sono i coefficienti di Fourier della funzione ottenuta prolungando x(7m — x) a tutto
[—7t, 7T] per disparita, e poi a tutto R per 27r-periodicita.

b, = —/ T—x)sinnxdx = —/ —x? + 7x) sin nx dx
2
= { COSnx( +7Tx)} +—/ cos nx(— 2x+7r)dx——/ cos nx(—2x + 1) dx
7'[ n mn Jo
2 i & 4
= — [smnx(_zx_'_n)} +—2/ sinnxdx = —2/ sinnx dx
m| n o 72 Jo tn? Jo

4 cosnxym 4
= — = 1—(=1)"
nnz[ n ]o 7Ul3( (=)

Quindi by, = 0 e by = 8/(7t(2k + 1)) per k € N. Si ha allora:
8 & 1 2
—(2k+1)*t—x s
u(t,x) = - kEZO oK 1)36 sin ((2k 4 1)x).

Studiamo la convergenza della serie cosiottenuta. Per ognit > 0 e x € [0, 77|

1 ) .
= o2kt 1
(2k+1)3€ sin ((2k—|—1) ) P
quindi
i sup ’1‘3—(2k+1)2t—x sin ((Zk +1)x ) i ﬂ < Foo,
=0 0 (2k+1)3 Ny
xe T

perché e~ @+’ < 1. Quindi la serie converge totalmente, dunque uniformemente. Se t > 0, deri-
vando in x o in ¢, la serie delle derivate ha termine generale della forma p(k)e_(ZkH)zt_" sin ((2k +
1)x) dove p(k) & una funzione razionale fratta di k. In modulo, per k sufficientemente grande si ha

1 . . . s
|p(k)e~ (2k+1)2t—x | < 2 per confronto tra una funzione razionale e un’esponenziale. Quindi anche
le derivate prime e seconde convergono totalmente, quindi uniformemente. La serie trovata & una
soluzione classica.

ESERCIZIO 28.3. Si determini col metodo di separazione di variabili la soluzione (sotto forma di
serie) dell’equazione del calore sul segmento [0, 7t], con estremita termicamente isolate:

ut_5uxx:0, OSXST[,t>O,
uy(0,t) = uy(rr,t) =0
assumendo come dato iniziale u(x,0) = 2x. Si discuta la convergenza uniforme della serie ottenuta.

SVOLGIMENTO. Cerchiamo soluzioni non nulle nella forma u(t,x) = T(t)X(x). Sostituendo
nell’equazione si ottiene T(t)X(x) — 5T (t)X(x) = 0, da cui dividendo per 5T () X(x) si ha
T(t) _ X(x)

T~ X R

Si ottengono quindi le equazioni:

X(x) = AX(x),
da accoppiare con le condizioni iniziali u,(0,¢) = T(t)X(0) = 0 e ux(r,t) = T(¢t)X(7t) = 0 che
porgono X (0) = X(7r) = 0. Studiamo quindi:

X(x) —AX(x) =0,
X(0) = X(mr) =0

{TU):SATUL
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L'equazione caratteristica ¢ y> — A = 0. Distinguiamo quindi i vari casi in base al segno del discri-

minante dell’equazione. Se A > 0 abbiamo come radici ¢ = ++/A e le soluzioni dell’equazione data
sono

X(x) = C1e Ax + Czei\/xx/

al variare di c1, ¢, € R. Derivando si ottiene:
X(x) = c; VAV — eV Ae VAT,

Valutando la derivata in 0 e ponendola pari a zero si ottiene c; = ¢, sostituendo questo fatto e
valutando la derivata in 7 si ottiene che per soddisfare X(7r) = 0 si deve avere ¢; = ¢ = 0, ma la
soluzione nulla non ¢ accettabile.

Se A = 0 l'’equazione ha per soluzioni X(x) = ¢; + cpx al variare di ¢1,¢2 € R, la cui derivata
X(x) = c1. Si deve avere quindi c; = 0 e la soluzione risulta essere X(x) = c;. Affinché tale
soluzione sia accettabile, & necessario richiedere ¢ # 0.

Se A < 0, posto w = 1/|A| 'equazione ha per soluzioni X(x) = ¢; cos(wx) + ¢ sin(wx), la cui

derivata & X(x) = —wey sin(wx) + wcy cos(wx). Valutando tale derivata in 0 e in 7 e ponendola pari
a zero si ricava ¢; = 0 e sin(wm) = 0 da cui w = \/|A| € Z.

Il sistema pertanto ammette soluzioni accettabili solo per A = —n?, conn € N e detta X, la
soluzione corrispondente a A = —n?, tali soluzioni sono date da X, (x) = c; cos (nx). Tale scrittura
comprende anche il caso n = 0.

L’equazione per T, ovvero T, (t) = —512T,(t) ha per soluzione T, (t) = T,(0)e >, si ha quindi

al variare di n € IN:
un(t,x) = Ty(t) Xu(x) = ane "t cos (nx),

dove si e posto a, = T(0)cq, quindi a, € R\ {0}. Cerchiamo di raggiungere il dato iniziale con una
serie di queste soluzioni:

u(0,x) =2x =Y u,(0,x) =ag+ Y _ cos (nx),
j=0 n=1

quindi i coefficienti a,, sono i coefficienti dello sviluppo in serie di Fourier di soli coseni della funzione
f(x) = 2x, mentre g ¢ il doppio del coefficiente di ordine 0 dello sviluppo in serie di Fourier di f.
Prolunghiamo quindi f per parita a tutto [—7t, 7] e poi per 27-periodicita a tutto R. Si ha:

1 7T
aoz—/ 2xdx = 71t
7T JO

2 (m 4 i T4 7
ap = —/ 2xcosnxdx = — [xsmnx] — — [ sin(nx)dx
7 Jo T n |, nmlho
4 (—1)" -1
= g lcos(mly = 4= —

Quindiag = 71, ay, = 0 e ap_1 = —8/(7t(2k — 1)?) per k € N, k > 1. La soluzione risulta quindi:

8 & e 51 cos ((2k —1)x)
u(t,x)—rt—;kgl 2k 1) :

La serie converge totalmente quindi uniformemente, infatti si ha:
e—5(2k=1)% oog ((2k —1)x) o 1

su < — < H00,
k; P 2k —1)2 kzzl (2k —1)2

(ad esempio per confronto con la serie di termine generale 1/k?). Le derivate di ogni ordine conver-
gono in modo analogo. La serie & una soluzione classica del problema.
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ESERCIZIO 28.4. Si determini col metodo di separazione delle variabili la soluzione (sotto forma
di serie) dell’equazione alle derivate parziali:

(— 1y + Uy +3uy +1u =0, pert >0, x €]0, 7|,

u(0,t) =u(m,t) =0,

Si discuta la convergenza uniforme della serie ottenuta.

SVOLGIMENTO. Cerchiamo soluzioni non nulle nella forma u(x,t) = T(t)X(x), sostituendo si
ottiene

—T(#)X(x) +2T(t)X(x) +3T(#) X (x) + T(£)X(x) =0
e dividendo per T(#)X(x) si ha:
—T(t) + T(¢) 2X(x) +3X(x)

T(t) T X(x)

Si ottengono quindi le due equazioni (A € IR):

{—T(t) +(1—=A)T(t) =0,

2X(x) +3X(x) + AX(x) = 0.

al variare di A € R. Studiamo l'equazione per X(x), la sua equazione caratteristica al variare di
A€ Re2u?+3u+ A =0,il cui discriminante & A = 9 — 8. Dalle condizioni al contorno, si ricava
u(0,t) = T(+)X(0) =0 perogniteu(rm,t) =T(t)X(rr) = 0 per ogni t, il che implica X(0) = X () =
0.

Se A > 0,1’equazione caratteristica ammette le radici reali distinte A1 e A, e 'equazione per X(x)
ammette come soluzione generale X(x) = c1eM¥ 4 cpe2*. Sostituendo, si ottiene 0 = ¢ + ¢, dalla
prima e quindi X(x) = ¢ (e} — e*2¥). Sostituendo X(71) = 0, si ha 0 = ¢1(eM”™ — ¢127), ed essendo
A1 # Ay, siottiene ¢; = ¢ = 0, soluzione non accettabile.

Se A = 0, l'equazione caratteristica ammette la radice reale doppia A;, e I'equazione per X(x)
ammette come soluzione generale X(x) = c1eM¥ 4 coxeM*, Sostituendo le condizioni al contorno si
hac; = 0e0 = caeM™, il che implica c; = 0 e anche questa soluzione non & accettabile. Supponiamo
A < 0, in tal caso I'equazione caratteristica ammette le radici complesse coniugate Ay = «a +iw e
Ay = a —iw dove a = —3/4e w = /|A]/4 # 0. La soluzione generale dell’equazione & X(x) =
e**(c1 cos wx + ¢3 sin wx), sostituendo le condizioni al contorno si ha c; = 0 e 0 = cxe*” sinwm. Cid
implica w € Z \ {0}. In particolare, poiché 4w = /|A| si deve avere w = n € N\ {0} e quindi
16n2 = —A perché A < 0, pertanto si ha 16n> = =948, e A, = (an +9/8). Pertanto al variare di
n € N la soluzione relativaa A, &

X, (x) = cpe 3/ sinnx.

Studiamo ora I'equazione per T(t), essa & —T(t) = (A — 1)T(t), la cui soluzione generale & T(t) =
T(0)e~ A=V, Sostituendo i valori di A accettabili, ovvero i valori A, si ottengono soluzioni T, ()
T, (O)e_(Z”ZH/ 8)t. Poniamo b, = T,,(0)c,, e costruiamo le soluzioni elementari

_ 2 _ .
) — bne (2n +1/8)te 3/4x sinnx.

un(x,t

Per coprire il dato iniziale si deve avere

flx) = i i (x,0),
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da cui
7= 3l= L
~ —|x— | =) bysinnx.
2 o=
n=1
pertanto i coefficienti b, sono i coefficienti dello sviluppo in serie (di soli seni) della funzione

YL U
2 2

definita su [0, 77| e prolungata per disparita a [—7t, 7T] e poi per 27-periodicita a tutto R. Pertanto i
coefficienti b, sono dati da:

2 [T/ 7T .
bn_E/o (E—‘x—zbsmnxdx

T/2 T
= —/ xsinnxdx + (7t — x) sinnxdx
T Jo

7T/2
= i sin (nz>
- 2 2/

Quindi la soluzione risulta essere:

’ 7T

4 =2, sin
x Z —(2n? +1/8) —3/4x sin(nx).
7T :

Essa converge uniformemente, infatti si ha:

(e 3 T [ee]

sin (n+5 _ 2 _ 1

#6 (2n +1/8)te 3/4x Sll’l nx Z 72 oo,
n —

che prova la convergenza totale e quindi uniforme della serie. In modo analogo si ha convergenza
delle derivate, quindi la serie definisce una soluzione classica.

sup
n=1 (x,t)€[0,7] x [0,400[

ESERCIZ1O 28.5. Si determini col metodo di separazione delle variabili la soluzione (sotto forma
di serie) dell’equazione alle derivate parziali

—up + 3y, = 0in |0, 71[x]0, +00]
uy(0,1) = uy(rr,t) =0

u(x,0) =0

ut(x,0) = x.

Si discuta la convergenza uniforme della serie ottenuta.

SVOLGIMENTO. Applichiamo il metodo di separazione delle variabili cercando soluzioni non
nulle nella forma u(x,t) = T(t)X(x). Dalle condizioni iniziali si ricava X(0) = X(7r) = 0 Sostituen-
do, si ottiene al variare di A € R:

—T(t)X(x) +3T(H)X(x) =0,

e dividendo per T(#)X(x) si ha:

—T(t) _ —3X(x) _
T~ X ™

Si ha dunque il seguente sistema:

—T(t) — AT(t) =0,
3X(x) +AX(x) = 0.
Risolviamo 'equazione in X(x) accoppiata con i dati X(0) = X(7r) = 0. L'equazione caratteristica &

3u?> + A = 0, il cui discriminante @ A = —12A. Se A > 0 allora necessariamente A < 0, I’equazione
caratteristica ammette due radici reali, distinte e non nulle. La soluzione generale & X(x) = c1e/1* +
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c2e?* la cui derivata & X(x) = cjp1eM* + cappel?*. Sostituendo i dati X(0) = 0 e X(7r) = 0 si
otterrebbe il sistema (nelle incognite c; e ¢y):

Cc1p1 +cop2 =0
cipett + coppet?™ =0

Il determinante di tale sistema & p1pp (/2™ — et1™) # 0, pertanto 1'unica soluzione € ¢; = ¢; = 0 non
accettabile.

Se A = 0 allora necessariamente A = 0 e iy = 0 & 1'unica radice dell’equazione caratteristica. Si
ha X(x) = ¢1 + c2x come soluzione generale, derivando si ha X(x) = (¢, e sostituendo le condizioni
date si ottiene c; = 0, pertanto si ottiene la soluzione accettabile X(x) = c1,c; € R\ {0}.

Se A < 0 allora necessariamente A > 0 e si ottengono le radici complesse coniugate +iw do-
ve w = y/A/3. La soluzione generale & X(x) = c¢; cos(wx) + ¢z sin(wx), derivando si ha X(x) =
—wey sin(wx) + wey cos(wx) e sostituendo X(0) = 0si ha c; = 0, pertanto X(x) = ¢1 cos(wx). Affin-
ché sia X(n) = 0 si deve avere w € IN e per avere A < 0 si deve avere w # 0, quindi A = 3n2,n # 0.
Si ha dunque X, (x) = ¢, cos(nx), n € IN che comprende le soluzioni accettabili per A < 0.

Risolviamo I'equazione per T corrispondente a A = 3n2, n € IN, ovvero T(t) +3n?T(t) = O con la
condizione iniziale T(0) = 0. Se n = 0 si ha la soluzione U(t) = ¢; + ¢yt e sostituendo la condizione
iniziale, si ottiene U(t) = cat Se n # 0, si ha che 1'equazione caratteristica & ;uz +3n% =0, le cui
soluzioni sono p; = in\/3 e la complessa coniugata yy = —in+/3, la soluzione generale pertanto &
T(t) = c1 cos(nv/3t) + ¢z sin(n+/3t) e poiché T(0) = 0si ha c; = 0, quindi T, (t) = d, sin(nv/3t). Si
ha quindi, posto k, = c,d,,

up(x,t) = U(t)X(x) = kot

un(x, 1) = U(H) X (x) = ky sin(nv/3t) cos(nx)

da cui
drup(x,0) = ko

Oy (x,0) = nv/3k, cos(nx)

Sviluppiamo il dato iniziale in serie di coseni

1 T
LZOI*/ X = —
7T JO

2 (7 2 i o ogm 2
= 7/ xcos(nx) dx = — |:.'X,'SII1(1’1X):| _ — sin(nx) dx = —T(]. - (_1)11)’
7T Jo T n o NhmJo n4m
da cui
T 21— 1)”
=5 ;n;l cos(nx).

Per confronto, si ha:

onu(x,0) =ko+ ) nv/3k, cos(nx)

n=1
da cui si ottiene kg = 77/2 e n\/3k, = —%1_(”7;1)”, quindi k, = 2‘[1 (713 )" La soluzione & quindi:
o, 23 & 1— (1)
u(x,t) = Et — 5 ,1;1 e sin(n+/3t) cos(nx)
T 43 & 1
= —t— in((2k+1 t 2k +1)x).

Il termine generale della serie & maggiorato da 1/1°, termine generale di una serie convergente.
Pertanto la serie converge totalmente, quindi uniformemente. Le derivate perd non convergono,
quindi la serie non & soluzione classica del problema.
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ESERCIZIO 28.6. Sirisolva con il metodo di separazione delle variabili la seguente equazione alle
derivate parziali:

—0pu(t, x) + Oyxtt(t, x) +20u(t, x) —3u =0, (t,x) €]0, +o0[x[0, 7],
u(t,0) =u(0,77) =0,
u(0,x) = xe *.

SVOLGIMENTO. Cerchiamo soluzioni non nulle della forma u(t,x) = T(t)X(x). Sostituendo
nell’equazione di partenza si ottiene:

—T()X(x) + T(t)X(x) +2T(t)X(x) = 3T(t)X(x) = 0
e dividendo per T(#)X(x) si ottiene che esiste A € R per cui:

L —T() -3T()  X(x) +2X(x)
T(t) - X(w)

Questo implica che per A € IR si hanno le due equazioni:

X(x) +2X(x) — AX(x)
—T(t)+ (=3+A)T(t) =

da accoppiarsi con le opportune condizioni al contorno.
Studiamo l'equazione per X, le condizioni al contorno sono X(0) = X(7r) = 0. Il polinomio
caratteristico & y? + 2 — A = 0, di discriminante A = 4(1 + A). Si verificano i seguenti casi al variare

diA € R:
(1) se A > 0, poniamo u; = ’Z’ﬂ, , = —2+VA e la soluzione generale dell’equazione e
p M 2 M 2 g q

D(cq, 02, x) = c1eM"* 4 cpet?*. Confrontiamo con i dati all contorno. Si deve avere ®(cy, ¢, 0) =
X(0) = 0, da cui ¢c; = —cp, sostituendo e considerando ®(cy, ¢z, 7) = X(71) = 0 si ottiene
ci(e™ —et2) = 0. Essendo A > 0, si ha py # po, quindi si ottiene solo la soluzione nulla
¢1 = ¢ = 0, non accettabile.

(2) se A = 0, quindi A = —1, poniamo y; = y = —1 e la soluzione generale dell’equazione &
D(cq,c0,x) = cre”* + cpxe ™. Sostituendo i dati al contorno, si ottiene ancora la soluzione
non accettabile c; = ¢, = 0.

VAl

(3) se A < 0, poniamoa = —1ew = Y5— elasoluzione generale dell’equazione & ®(cy, c2, x) =
e *(c1 coswx + ¢ sinwx).
Affinché i dati al bordo siano rispettati, si deve avere c; = 0 per soddisfare ®(cy, ¢2,0) =
X(0) = 0 e per soddisfare ®(cy, ¢z, 1) = X(7w) = 0sideve avere w = n € Z.
Sostituendo le definizioni di w e A, ricordando che per avere soluzioni accettabili deve essere A < 0,
si ottiene —4n? = 4(1 + A) da cui segue che i valori accettabili per A sono dati da A, = —1 — n?. Si
ottengono le soluzioni:

=A

0
0.

X, (x) = cpe”* sin(nx).

Studiamo ora 1’equazione per U con i valori accettabili di A, ovvero
~T(t)+ (-3—-1—n*) T(t) =0.

La soluzione e T,(t) = un(O)e*(‘H”Z)t. Costuiamo le soluzioni elementari moltiplicando le solu-
zioni accettabili per X e U corrispondenti allo stesso valore di A, e mettendo insieme le costanti
moltiplicative b, = c,1,(0).

1 (£, x) = bye” 4T e  sin(nx).

Per coprire il dato iniziale, sovrapponiamo infinite soluzioni elementari. Si deve avere:

u(0,x) = xe * Z bye™ ¥ sin(nx) Z b, sin(nx),
n=1
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pertanto i coefficienti b, sono i coefficienti dello sviluppo in serie di Fourier delle funzione x, definita
per x € [0, 7t], prolungata per disparita a [—7t, 7] e poi estesa per 27t-periodicita a tutto R. Quindi si

ha:
2 [T X=7 s
b, = —/ xsinnxdx = E ([_xcos(nx)] —|—1/ cosnxdx)
7T Jo 7T n 0 nJjo

X=

_1\n+1
_ 2 (_ncosnn +1sin(n7t)> _ 2(-1)

T n n2 n
Quindi la soluzione ¢ data da:

[eS) _1\n+1
u(t,x) =e*Y 2(i)e_(‘““’lz)’fsin(nx).
n=1

La serie e le sue derivate convergono, pertanto la serie definisce una soluzione classica.






CAPITOLO 29

Esercizi ricapitolativi

ESERCIZIO 29.1. Si consideri l'insieme

Di={(xy) €R*: y > /]xl}

e la funzione f : R> — R definita da:

22—yt
xXY) = ———F——.
f(xy) X2 +sin®x +y
Si dica se esistono i seguenti limiti e, in caso affermativo, li si calcoli:
lim X, ), lim X,
(xy)—(0,0) f(xy) (x,y)—(0,0) f(x:y)

(x,y)eD

SVOLGIMENTO. Testiamo il limite lungo le curve (t,0) per t — 0*. Si ha:
lim f(t,0) = lim L = 1
t—0% =0% 2 4-sint 2
D’altra parte se testiamo il limite lungo le curve (0, t) per t — 0* si ha

_#
lim f(0,t) = lim — =0.

t—0% t—0t t

I limiti sono diversi, quindi il primo limite non esiste. Per quanto riguarda il secondo, osserviamo
chese (x,y) € Dsiha f(x,y) <0e
—y* 3
XY)Z2 ———F5—— = —
flxy) x2+sin2x—|—y Y
quindi il secondo limite esiste e vale 0.

ESERCIZIO 29.2. Si studino i massimi e i minimi della funzione
Fx,y) = (2 +y)° = («* = v*),
vincolati all'insieme B = {(x,y) € R?: x? +y? < 1}.
SVOLGIMENTO. Calcoliamo prima gli estremali liberi:
{BXF(X, y) =4x (x> +y?) — 2x
yF(x,y) =4y (¥ +y*) + 2.
L'unico punto critico libero & I'origine. Calcoliamo le derivate seconde:
OxrF(x,y) = =2+ 12x% + 4y?
dyyF(x,y) = 2+ 4x* + 12y
dxyF(x,y) = 8xy

La matrice hessiana ha quindi sulla diagonale principale i valori —2 e 2 e nelle altre entrate & nulla.
Quindi ha due autovalori di segno opposto, pertanto 1’origine & una sella locale.

Eventuali estremali saranno quindi vincolati a 9B = {(x,y) : x> +y*> = 1}. Possiamo calcolarli
in vari modi:

231
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(1) primo metodo: passiamo in coordinate polari: la circonferenza unitaria & parametrizzata da
x = cos 0 e y = sin 0, sostituendo nell’espressione di F si ottiene

F(cosf,sinf) =1 — (cos*# —sin?6) = 1 — cos26 = 2sin’ 0

I massimi sono quindi raggiunti per 0 = 7t/2,37/2 e valgono 2. Tali punti corrispondono a
(0,£1).
I minimi sono raggiunti per 6 = 0, 77 e valgono 0. Tali punti corrispondono a (£1,0).
(2) secondo metodo: applichiamo il metodo dei moltiplicatori di Lagrange

Ox(F(x,y) = A(x?+y*—1)) =4x (x> +y?) —2x —2Ax =0
y(F(x,y) = A2 +y2 =1)) =4y (¥ +y*) +2y =20y =0

x24+y? =1
Riscrivendo e utilizzando la terza equazione si ha:
0 =2(1-A)x
0 =2(8—-A)y
1 =x2+12

Si ottiene x = 0 e quindiy = +1, oppurey = 0e x = +£1 oppure A = 1 il che implicay =0e
x = £1 oppure A = 3l che implica x = 0 e y = %1, e ritroviamo esattamente i punti (0, +:1)
e (£1,0) visti in precedenza. Si ha F(0, £1) = 2 massimo assoluto e F(£1,0) = 0 minimo
assoluto.

ESERCIZ1O 29.3. Al variare di &« > 0 studiare la convergenza della serie di funzioni

o0

Xy
Lt

n=1
SVOLGIMENTO. Il termine generale della serie é:

Xy

Julxry a) = n? + |xy|*’

Sia K un compatto di R2. Vale la seguente maggiorazione:

1
x,y,a)| < max |xy|- —
[y )l < max [yl
e il massimo é finito perché |xy| & continua e K & compatto. Questa disuguaglianza porge la conver-
genza totale sui compatti di R?, in particolare la convergenza puntuale e la convergenza uniforme
sui compatti di R2.
Poniamo s = |xy| e

S
gn(s, &) =

n2 4 s®
Siha |f,(x,y,&)| = gn(s, &) Calcoliamo
2 o
, - n*+(1—a)s
gn(S,IX) - (TZZ —|—S”‘)2

per s > 0 tale funzione ammette massimo in 5, = n2/%/(a — 1)1/*. Quindi

2/
(afw (x — 1)1 Veap2/e (g —1)1-Ve g

|gn(5,“)| < 7’124‘“”?21 = P n2 = o n2—2/u

Per « > 2 il membro di destra & termine generale di una serie convergente. Quindi si ha convergenza
totale e uniforme su R? per a > 2.
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Sia ora & < 2 e proviamo che la successione {ZnN:1 fa(x,y, ) }N N fon e di Cauchy rispetto alla
S

convergenza uniforme di R2. Se lo fosse, per ogni € > 0 esisterebbe N = N; tale che se N', M’ > N si
dovrebbe avere

<e.

M N’
);fn(xrl//“) - ;fn(x,y,a)

Per contraddire tale affermazione , scegliamo N > N, M = 2N, {(xn, yN) } NeN tali che xy,yny > 0 e
xnynN = N. Allora si ha:

M N’
Zlfn(x,y,a) — Zlfn(x,y,a)

[ee]

>

[ee]

2N N
; fulxn, yn, ) = Zlfn(xw, YN, &)

2N 2N N
> Z fn(xN/yN/lX) > Z m

n=N+1 n=N
N N N(N —1)

> =
n:%h 4N2+N*  4N2 4 N®

L'ultimo termine tende a1/4 per « < 2e1/5 per « = 2, in ambedue i casi & non nullo e strettamente
maggiore di ¢ = 1/6 > 0. Questo implica che la successione non ¢ uniformemente di Cauchy
pertanto la serie non converge uniformemente su R%sea < 2.

ESERCIZIO 29.4. Si consideri il seguente sistema in R*:
x* +5y2 +tanz —z — 6sin 7t = 0
x? — 2yt +cosz —z—arctant —t =1

Si verifichi che esso @ risolto per x = y = z = t = 0, e che in un intorno di (0,0,0,0) definisce due
superfici in R3 parametrizzate da z = z(x,y) e t = t(x,y) con z(0,0) = 0 e t(0,0) = 0. Si calcolino
Vz(0,0) e Vt(0,0).

SVOLGIMENTO. Poniamo

E(x,y,2 1) = x* +5y? + tanz — z — 6sin 7t
Y2t = x> —2y* +cosz —z—arctant —t—1 )

Siha F(0,0,0,0) = (0,0). Scriviamo la matrice Jacobiana di F calcolata in (0,0, 0,0).

([ 4x® 10y —1+1/cos’z  —6mcos(mt)
hc(P)‘(zx —83 —l-sinz -—1-1/(1+#8) )’

Valutando in (0,0, 0, 0) si ottiene:

Jac(F)(0,0,0,0) = (8 8 _01 __62” )

Il differenziale parziale di F relativo alle variabili (z, t) & costituito dalle ultime due colonne di tale
matrice, mentre il differenziale parziale di F relativo alle variabili (x,y) & costituito dalle prime due
colonne.

9.+F(0,0) = < 081 __627T ), [0.,F(0,0)] ! = < _11//(?2'2) _01 )
Allora si ha:
< g?fg,'gf ) = —[0:+F(0,0)] 95, F(0,0) = ( 8

ESERCIZIO 29.5. Si calcoli il seguente integrale:

I:= 7{ arctany dx — xy dy
g
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dove v & la frontiera del triangolo T di vertici (1,0), (0,1), (0, —1) percorso in senso antiorario. Si
calcoli inoltre il momento di inerzia di T rispetto all’asse delle ordinate:

M = // 2 dx dy.
Tx xay
SVOLGIMENTO. Osserviamo che
T={(x,y) ER*: -1<y<1,0<x<1—|y|}
y=A{(tt—1):te€[0,1]}U{(1—-tt): t€ 0,1} U{(-¢t0): te[1,—-1]}
Siha

P(x,y)dx+ Q(x,y)dy = arctany dx — xy dy,
osservando che la frontiera di T e percorsa in senso antiorario, applichiamo le formule di Gauss-

Green per avere:
//aQ 9,P) dxdy = — //( )dxdy
1=yl 1
/ (7 o) &) o
—— [y [ 5%
11—
:2/0 11+yy2

= [2arctany — log(1 +v?)]"

Y= 0———log2.

Utilizzando ancora le formule di Gauss Green si ha:

M := //T Pdxdy = //T(axQ — 9y P) dxdy,

si puo scegliere Q(x,y) = x°/3, P = 0 ottenendo

M = /Qxydy /gdy /1t3dt—i—/

12 12 12 8'
Si poteva anche procedere direttamente:

M= //xdxdy /(/1y >dy
[ a-wray

2 1 s
—5/0(1—}/) dy = ¢.

ESERCIZIO 29.6. Si consideri la curva «y : [1/2,37/2] — R? di equazione y(t) = (cost, tsint).
Dopo aver tracciato un grafico qualitativo di -y, detta D la regione di piano delimitata da -y e dall’asse
y, se ne calcoli I'area [Sugg. usare le formule di Green]

1
dt—/ 0dt
-1

SVOLGIMENTO. Tracciamo un grafico qualitativo di y: la componente x di -y vale 0 agli estremi
dell'intervallo [71/2,37t/2], & strettamente decrescente in [71/2, 7], strettamente crescente in |77, 377 /2]
e ha il suo unico minimo per t = 7. Per quanto riguarda la componente y, la sua derivata e sint +
tcost. Per t = 71/2 tale funzione vale 1, per t = 371/2 essa vale —1 ed & continua in [71/2,37/2],
pertanto esiste almeno un punto in |7r/2,37/2[ dove essa si annulla. Dividendo per cost (il che &
possibile perché nell’intervallo aperto considerato tale funzione non € mai nulla), si deve risolvere
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tant +t = 0. In ] — 71/2,37t/2[ la funzione tant + t & strettamente monotona crescente, quindi
si annulla in un unico punto #*. Inoltre la componente y & crescente in [71/2,t*| e decrescente in
[t*,371/2]. Inoltre siha 71/2 < t* < 7, perchésint + tcost < 0in [rr,371/2]. Sihay(7r/2) = (0, 7w/2),
la componente x decresce e la componente y cresce fino a raggiungere 7 (t*) per un unico 77/2 < t* <
71, in seguito entrambe le componenti decrescono fino a y(71) = (—1,0), e poi la componente x cresce
e la componente y decresce fino a raggiungere y(37/2) = (0, —37/2). Dalle formule di Green si ha

//D (0:Q(x,y) — 8,P(x, 1)) dxdy = //aD Plx,y) dx+ Q(x,y) dy,

dove il bordo 9D e parametrizzato da vy e da o(t) = (0,¢), t € [-37/2,71/2]. Scelto Q(x,y) = x,
P(x,y) =0, e osservato che su o siha x =0, si ha quindi z = sin f

37/2
Iz/xdy—i—/xdyz cost (sint +tcost) dt
0% I

/2
37t/2 37/2
= sintcostdt + tcos? tdt
7w/2 /2
1 [37/2 1 [37/2 cos2t+1 1
== sin2tdt + = ———  —dt = — (44 571%).
2 w/2 2 /2 2 16 ( )

ESERCIZIO 29.7. Si consideri il sottoinsieme del piano
T={(x,y) € R*: (x> +y*+12x +9)* = 4(2x + 3)*},

chiamato deltoide di Eulero.
(1) Si provi che cos(36) = cos0(1 — 4sin? ) = cos f(cos? § — 3sin® )
(2) Si esprima I' in coordinate polari piane e, utilizzando il precedente, si dimostri che I" &
invariante per rotazioni di 27” attorno all’origine.
(3) Si scrivano le equazioni delle rette tangenti a I’ nei punti P; = (—1,0), P, = (1/2,/3/2) e
Py = (1/2,—+/3/2). Si provi che tali tangenti delimitano un triangolo equilatero. Si dica:
(a) seT definisce implicitamente in un intorno di Py, una funzione y = ¢ (x) con ¢1(—1) =
0 e in caso affermativo, si calcoli ¢ (0).
(b) seT definisce implicitamente in un intorno di P, una funzione y = @ (x) con ¢2(1/2) =
V/3/2 e in caso affermativo, si calcoli @5(1/2).
(c) seT definisce implicitamente in un intorno di P,, una funzione y = ¢3(x) con ¢3(1/2) =
—+/3/2 e in caso affermativo, si calcoli @5(1/2).
(4) Si determinino massimi e minimi della funzione h(x,y) = x? + y? vincolati a T. Si dica se T
€ compatto.
(5) Si dica se in (3,0) il Teorema di Dini & applicabile. Si tracci un grafico qualitativo di T

SVOLGIMENTO. Poniamo
F(x,y) = (x® + % +12x +9)2 — 4(2x + 3)°.

Osserviamo preliminarmente che 'insieme & simmetrico rispetto all’asse delle ascisse perché F(x,y) =
F(x, —y).

(1) la seconda uguaglianza & ovvia perché cos? 6 + sin? § = 1, per quanto riguarda la prima:

cos 30 = cos(6 + 20) = cos f cos 26 — 2 sin® § cos O

= cos (1 —2sin?0) — 2sin* A cosf = cosB(1 — 4sin*h)
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(2)

4)
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Siha
F(pcosf,psinf) = o*(sin*(#) + cos*(0) + 2sin?(0) cos®(6))+
+ p?(—8cos®(8) + 24sin?(0) cos(h)) + 180> — 27
= p*(sin?(#) + cos?(8))? — 8p° cos B(cos?(8) — 3sin?(6)) + 180* — 27
= p* — 80> cos(30) + 18p* — 27

Come funzione di 6, si ha che questa espressione e 271/3 periodica, quindi I'insieme ¢ inva-
riante per rotazioni di 271/3 attorno all’origine. Poiché (0,0) ¢ I', possiamo scrivere:

4 2
+ 18p° — 27
Flp) = P = cos(30)

Questa scrittura implica gia che I' € compatto: se cosinon fosse, esisterebbe una sequenza di
punti di I' rappresentati in coordinate polari da (p,, 6,) tale per cui p, — +oco. Sostituendo

nella relazione precedente e passando al lim sup, si ottiene che il membro di destra vale +oo,
n—00
mentre il secondo rimane limitato.

I punti considerati si ottengono uno dall’altro per rotazione di 271/3, questo gia porge il fatto
che le tangenti costituiranno un triangolo equilatero. Si ha 9,F(0, —1) = 0 e 9,F(0, —1) #
0, quindi la tangente in (0, —1) & verticale ed & data da x = —1. In questo punto non si
puo applicare il Teorema di Dini. Ruotando I’equazione della tangente & = +277/3 attorno
all’origine, si ottengono le tangenti negli altri due punti ovvero

1, V3

x4+ Yy =

pfEp =1
I coefficienti angolari delle tangenti sono quindi v/3 per il punto P; e —+/3 per il punto P;.
Studiamo brevemente la funzione f(p). Si ha

oy 40 +36p 3 (0t +1802 —27) (=9 +p%)?
f (p) = 803 - 4 = 4 >0,
0 8p 8r
e si annulla solo per p = 3, quindi f & monotona crescente. Ma allora i minimi di p sono
assunti per cos30 = —1, ovvero 6, = 11/3,0, = 57/3, 03 = 7 e i massimi per cos36 = 1,
ovvero § = 0,60 =2/3m, 6 = 47t/3. Il valore minimo di p risolve f(p) = —1, e in particolare
¢ assunto nel punto rappresentato dalle coordinate polari (pmin, 7r). Analogamente, il valore
massimo di p risolve f(p) = 1, e in particolare & assunto nel punto rappresentato dalle
coordinate polari (pmax, 0). Studiamo f(p) = —1 ovvero

o' +80° +180> —27 =0

Cerchiamo soluzione intere di questa equazione tra i divisori di 27, ovvero +1, £3, £9. Si ha
che 1 e soluzione, quindi:

ot +80° +180> —27 = (o —1)(0® +bp* +cp+d) =p* + (b—1)p*> + (c —b)p* + (d —c)p — d)

dacuib=9,c=27d =27, pertanto:
ot +80° +180% —27 = (0 — 1)(0® +90* +270 +27) = (p — 1) (p +3)°

Solo p = 1 e soluzione positiva, quindi accettabile, ed & il valore minimo di p. Per quanto
riguarda il valore massimo, studiamo f(p) = +1 ovvero

ot —80° +180> —27 =0

Cerchiamo soluzione intere di questa equazione tra i divisori di 27, ovvero £1, £3, £9. Siha
che —1 & soluzione, quindi:

o* —80% + 180> —27 = (p+1)(0® + bp* +co+d) = p* + (b+1)p> + (c + b)p? + (d + c)p + d)
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FIGURA 29.7.1. 1l Deltoide di Eulero, le circonferenze inscritta e circoscritta e le tangenti richieste.

dacuib = —9,¢c=27,d = —27, pertanto:

p*+80%> +18p> =27 = (p +1) (0> — 9p* +27p —27) = (p — 1)(p — 3)°,
che ammette soluzione accettabile p = 3, che rappresenta il massimo di p. Quindi il massimo
dip? &9.

(5) Osserviamo che in (3,0) non & possibile applicare il teorema di Dini, infatti si ha 0,F(3,0) =
dyF(3,0) = 0 e quindi il punto (3, 0) e i suoi ruotati di 271/3 sono punti di cuspide (non puo
esservi un cappio perché é il massimo della distanza da 0). L'insieme quindi ha l'aspetto di
un triangolo equilatero con i lati leggermente incurvati verso l'interno.

ESERCIZIO 29.8. Si consideri in R® la superficie S di equazioni parametriche:

¢(0,y) = (y/y*>+1cosb,y, /y* + 1sinb), 6 10,27, ly| <1,

e il campo vettoriale F: R3 — R® definito da F (x,y,2) = (x2,y/2, x).
(1) Si calcolino divergenza e rotore di F. Sidica seil campo F & conservativo.
(2) Si utilizzi il teorema di Stokes per calcolare la circuitazione di F lungo la circonferenza di
raggio v/2, centrata in (0, 1,0) e appartenente al piano y = 1 parametrizzata da

7(8) = (V2cos6,1,v/2sin#), 6 € [0,27].

(3) Si scriva la matrice Jacobiana di ¢, e quindi I’elemento di superficie 2-dimensionale relativo
alla parametrizzazione ¢.



238

29. ESERCIZI RICAPITOLATIVI

(4) Si calcoli il versore normale indotto dalla parametrizzazione nel punto (1,0, 0).
(5) Si calcoli il flusso di F attraverso la superficie S orientata secondo l'orientamento indotto
dalla parametrizzazione.

SVOLGIMENTO. Poniamo ¢(8,y) = (¢1, 2, 93) e F = (Fy, B, F3).

(1) Siha
divl_f(x, y,z) = 0yFy +90yF, + 0,F3 = 2x +1/2,
rotF =det| & 9, y/2 | =(0,-1,0).
53 az X

Poiché il rotore non e nullo, il campo non & conservativo.
(2) Dal teorema di Stokes, la circuitazione e il flusso del rotore attraverso la superficie D =

{(x,1,z) : x*> + 22 < 2} con normale (0, —1,0), infatti la normale (0, —1,0) su D induce per
la regola della mano destra 1’orientamento richiesto su . Il flusso eé:

/rotl_f-ﬁd(f:/ do = Area(D) = 27t.
D D

Verifichiamo il risultato:
/Fd'y / V2c0s6,1,v2sin6) - (—v/2sin 6,0, /2 cos 6) do
27r
:/ —23/2c05295in9—|—2c0529) do =2
0
Quindi la circuitazione non € nulla, il che conferma come F non sia conservativo.

(3) La matrice Jacobiana e
. > . 1y cos 0
V> +1sin6 o

Jacp(6,y) = 0 1
) ysin@
Vy*+1cost A

Per la formula di Binet, I’elemento d’area e:

wy = \/detzBl + detsz + detng

dove

1 0 ycosf
By = ( y sin v+l |, det’B; = (y* + 1) sin® 6.
1

2 y cos 6
+ 1 sinf ==
By, = Y2l det232 = yz,

ysin® ’

2
+1c059 A

1
B3 = < 2+1cos€ ysinf ), det’B; = (y* + 1) cos? 0.

VA1
da cui wy = /2y? + 1.
(4) Una base dello spazio tangente ¢ data dalle colonne della matrice Jacobiana di ¢. In partico-
lare, nel punto (1,0,0) = ¢(0,0) siha (0,1,0) e (0,0,1). La normale deve essere ortogonale
a questi due vettori, e avere norma uno, per cui ¢ della forma (£1,0,0). Verifichiamo quale
di questi due e la normale indotta dalla parametrizzazione:

1 0 0

det|] 0 0 1 =] ==F1
0 10




29. ESERCIZI RICAPITOLATIVI 239

Il determinante deve essere positivo, per cui la normale indotta nel punto (1,0,0) & (—1,0,0).
(5) Il flusso richiesto vale:

Fiop —+/y*>+1sinb ycosh

f- [ Ve
@(S, F) = / / det| Koo 0 1 dy do
’ ! 2 ysinf
Fog /y2+1cosf N
: 0
21 1 (¥* +1)cos?0  —+/y? +1sind \?//%
' - 2 2 ysin®
VP Tcosd /P Tcosd Lt

) ysmG
Vy*+1cost A

+/2”/ (y +1)c0820 —/¥2 + 1sin6 v do
V2 +1cosf /y2+1cosb Y
2r 2r
:/ / ]/Z/Zdyde—i—/ / (]/2+1)3/2cos39—|—(y2+l)sin9c059> do dy
0o J1 -1Jo
2
=3

Nell'ultimo passaggio e sfruttato il fatto che:

o A —/y2+1sin6 ycosG
- / / (—y/2)det ( VL et
0o Ja1

27 1 2@ 1 r4r
/ cosfsinfdo = 7/ sin(20) d6 = 7/ sinwdw = 0.
0 2 Jo 4 Jo

27T 3m/2 3m/2
/ cos®0do = / cos®0df = / (1 —sin®8) cos @ df
0 7T/2 —7t/2

/2 3/2m
—/ (1 —sin?6) cosfdb + (1 —sin”6) coshdf
/2 /2

:/_1(1—w2)dw—|—/1_1(1—w2)dw:0.

1

sinx” y’

ESERCIZIO 29.9. Risolvere I'equazione differenziale y’ +

SVOLGIMENTO. L'equazione data & di Bernoulli e il problema & posto in R? \ {y = 0}. Poniamo

quindi z = y'~(-1) = 42, Derivando, si ottiene z’ = 2yy’ = 2 — 2z/ sin x. Scriviamo I'equazione in
forma di equazione totale:

2z
w(x,z) =p(x,z)dx +q(x,z)dz = <2 - sinx> dx —dz=0
Siha
2 2
9:p(x,2) = 9xq(x,2) = ——— = ——q(x).

s x s x

Calcoliamo un primitiva di 2/ sin x utilizzando le formule! che esprimono sin x in funzione di t =
tan(x/2):

1+ 2dt
2/ = = 2log |[tan(x/2
sin x 2t 14 +#2 8| (x/2)]
1Tali formule porgono t = tan(x/2), cosx = %’ sinx = %/ dx = %
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Pertanto il fattore integrante & h(x,z) = tan?(x/2). Moltiplicando per tale fattore, I’equazione
diviene:
ztan(x/2) ’
2tan?(x/2) — 22/ - 2)dz =
< tan”(x/2) cos2(x/2)) dx —tan“(x/2)dz =0

Una primitiva ¢ data da:
V(x,z) = 4tan(x/2) — 2x — ztan?(x/2),

e le soluzioni dell’equazione totale sono date da V(x,z) = ¢, ¢ € R. Pertanto le soluzioni dell’equa-
zione in z sono (si moltiplichi per sgn(tan(x/2))):

2(x) = _c+2x—4tan(x/2)

tan?(x/2)
cui corrispondono le soluzioni in y:

_,Vc+2x —4tan(x/2)
y(x) = | tan(x/2)|

ESERCIZIO 29.10. Determinare la soluzione generale del sistema di equazioni differenziali:

{x +2x+3y =3e %,

y+box+y =0
Discutere inoltre il tipo e la stabilita delle soluzioni stazionarie del sistema omogeneo associato.

SVOLGIMENTO. Posto z = (x,y), il sistema si riscrive nella forma z = Az + B(f) con

(33 (%)

SihaT =tr(A) = —3e D = det(A) = —13. L'equazione degli autovalori & A> — TA + D = 0 ovvero
A2 4+ 31 — 13 = 0, che ammette come soluzioni i due autovalori reali

M:%(—s—\/?l), A2:%<—3+m>.

Poiché D # 0, I'unico punto di equilibrio per 'omogeneo associato & (0,0), e poiché gli autovalori
sono di segno discorde tale punto e una sella.

o . : —3y=x+2x—3e %
Riscrivendo il sistema dato, si ha: < Y +
y=-Sx—y
Derivando la prima equazione, si ottiene —3y = % + 2x + 6¢ .
Sostituiamo 1'espressione di y ottenuta dalla seconda equazione:

—3(—5x —y) = ¥ +2x + 6e .

Riscrivendo tale espressione si ha # + 2% — 15x — 3y + 6¢ =% = 0.
Sostituiamo 1’espressione di y ottenuta dalla prima equazione:

%4+ 2% —15x + (% +2x — 3¢ +6eH = 0.
Otteniamo quindi I’equazione nella sola variabile x:
%42t —15x + % +2x — 3¢ H 4 6072 = 0.
Tale equazione si riscrive come:
¥—(—2—1)%+(2—-15)x —3e ¥ + 62 =0

In notazione compatta, siha ¥ — Tx +Dx = —3e 2, L’omogenea associata ha soluzione generale
c1eMt + cpet?t Cerchiamo una soluzione particolare di tale equazione con il metodo dei coefficienti
indeterminati. Poiché —2 non & soluzione dell’equazione caratteristica, cerchiamo una soluzione
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nella forma ge=? con q € R. Sostituendo e semplificando e~ %, si ottiene 49 — 6 — 13g = —3 da cui
g = 1/5, quindi si ottiene
x(t) = creM! + cpe™ + %e‘y
Derivando, si ha:
X(t) = e AeMt + cprpet — %e_”.

5
Si ha percio:

1 2 1
y(t) = -3 <C1/\1€/\1t + coAeMt — ge’zt +2 (cle)‘lt + cpe’t + 5€2t> — 3€2t)

- %f%(ﬂ\/ﬁ)f (— (1 + \/a> cle‘/at + (\/a - 1) C2 + 6e%(\/671*1)t> .

La soluzione del sistema e quindi:
x(t) = cre 2 (3VB)Ey o (3HVET)E %Zt

y(t) = Le 2OV (— (14 V6T ) ereVeTt + (V61 1) e + 6e2 (VL)1)

concy, o € R.

o

ESERCIZIO 29.11. Al variare di a € IR, studiare le soluzioni del problema di Cauchy
xX'(t) =t — x2(t),
x(0) =a,
tracciandone un grafico approssimativo. In particolare: dire se esistono valori di 4 tali che la soluzio-

ne sia definita su tutto 'intervallo (—co, 0]; dire se esistono valori di a tali che la soluzione sia definita
su tutto l'intervallo [0, +o0).

SVOLGIMENTO. Vale il teorema di esistenza e unicita. Studiamo i punti dove x = 0. Poniamo:
R:={(t,x(t)): #(t) >0} = {(t,x) : t < x*},

tale regione ¢ la regione di crescenza delle soluzioni. Se consideriamo il sistema autonomo:

f=1
X =1t—x

si ha che la regione R & invariante in avanti. Infatti (f,%);,jer = (1,0) che punta all'interno di R.
Pertanto una soluzione che vi entri, ivi rimane intrappolata.

Passando al limite nell’espressione di %, si deduce che non possono esservi asintoti orizzontali
per x — +oo.

Calcoliamo la derivata seconda: x” =1 — 2xx’ =1 — 2x(t — x?) e si ha

yi={(tx): ¥ =0} ={(t,x): 1—2xt+2x°} = {(t,x) : t = 1/(2x) + x?}.
La curva v, vista come t = t(x) = 1/(2x) + x2, & asintotica a t = x? per x — o0, per x — 0F il
limite & oo e inoltre il ramo di tale curva per x > 0 e contenuto in R. La curva interseca l'asse x in
—+/1/2 e come funzione di x essa & strettamente decrescente per x < 0. Si ha che R? \ 1y & costituito
da tre componenti connesse: di queste, quella contenente 1’origine & una regione di convessita per le
soluzioni, le altre due di concavita.
Poniamo quindi:

Qo:={(t,x): x" <0, x>0,t>0 ={(t,x): 1—2xt+2x> <0x>0,t >0}

Qr:={(t,x): x" >0} = {(t,x): 1—2xt+2x> >0}

Qr:i={(t,x): " <0, x <0} ={(t,x): 1—2xt+2x> <0, x <0}.

E utile che a questo punto il lettore si faccia un disegno della situazione.
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Cerchiamo di capire se qualcuna di queste regioni ¢ invariante. A tal proposito abbiamo bisogno
delle normali interne. Poiché la frontiera di tali regioni & -y che & definita implicitamente da impli-
citamente da F(t,x) = 0 con F(t,x) = 1 — 2xt + 2x°, la normale in un punto (t,x) € - & data da
Ai(t,x) = £VF(t,x) = F(2x,2t — 6x?%), dove il segno viene scelto in base al fatto che si desideri la
normale entrante o uscente da Qg, Q1, Q.

Consideriamo la regione Qp. La normale entrante in Qg deve avere prima componente positiva.
Nei punti di 0Qy, si ha x > 0, pertanto il segno corretto della normale entrante in Qg & (¢, x) =
(2x,2t — 6x2).

Consideriamo la regione Q>. La normale entrante in Q, deve avere prima componente negativa.
Nei punti di 0Qy, si ha x < 0, pertanto il segno corretto della normale entrante in Q; & 7x(f,x) =
(2x,2t — 6x%) = Ag(t, x).

La regione Q; avra normale entrante data da 711 (t, x) = —ng(t, x) = —(2x,2t — 6x2).

A questo punto eseguiamo il prodotto scalare 7; - (1, %) nei punti di 0Q;:

. . 1 /1
o - (1, %) 121/ ()42 = [20 + (£ = x?) (2t — 6x2)]t:1/(2x)+x2 =2x+ o <x +2x% — 6x2)
1 1 3 1

=2x+—5+—-———=—=>0.
x+2x2+x x  2x2 >0

A . 7] \ 1

np - (1,X)t:1/(2x)+x2 =ngp- (1/x)t:1/(2x)+x2 = 22 > 0.

~ 0 7 % 1

ny - (1, x)tzl/(2x)+x2 = —np- (1/ x)t:l/(ZX)-l-x2 = S 0y2 <0.

Quindi le regioni Qp e Q> sono invarianti in avanti, mentre la regione Q; non lo e. Per vedere se la
regione (i ¢ invariante all’indietro, dobbiamo eseguire il prodotto scalare tra la normale entrante a
Q; eil campo —(1,x):

fiy - <_1/ _3.5)15:1/(23()4-3(2 = 21? >0,

quindi la regione Q; € invariante all’indietro. Studiamo la prolungabilita delle soluzioni per ¢t < 0.
A tal proposito, poniamo y(f) = x(—t). Studiare il comportamento all’indietro di x(t) equivale a
studiare il comportamento in avanti di y(t). Sihay = —%(—t) = —(—t —y?(t)) = t + y*(t). Per
ogni condizione iniziale, esiste £ = £(a) tale per cui dato 0 < ¢ < &(a) la soluzione y(t) sia definita
per |t| < €2, cid & possibile grazie al Teorema di Esistenza e Unicita. Studiamo il comportamento per
t> e siha y > €2 + yZ e quindi confrontiamo con z = z2 4 €2, z(0) = a, la cui soluzione generale &

1 z 1 a a
- arctan .= t+C, C= - arctan o z(t) = etan (st + arctan E) .

Si nota che z(t) ammette asintoto verticale per

/2 — arctan £

t* = >0, lim z(f) = oo,

e t—b

e quindi anche y(t) ammette asintoto verticale per 0 < t; < t*, percid x(f) ha un asintoto verticale
pert = —t; <0.

In definitiva, tutte le soluzioni x(¢) hanno un asintoto verticale nel semipiano {(¢,x) : + < 0} con
limite da destra pari a +oo, e quindi non sono prolungabili fino a —co.

Studiamo ora il comportamento per > 0. Una soluzione che parta con condizione a > 0, per
t > 0 decresce fino ad avere il minimo sulla curva t = x2 dove entra nella regione invariante R, ha
un flesso quando incontra il ramo di 7y contenuto in R e poi cresce a +co rimanendo entro Qp e in
generale questo e il comportamento di ogni soluzione che entri in R, in particolare tali soluzioni sono

definite per tutti i tempi t > 0. Proviamo che tali traiettorie sono asintotiche a /#. Si ha:

=1-=.

f’ X
t t
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Per t sufficientemente grande si ha che %(t) & decrescente perché x(t) si trova nella regione di conca-
vita Qp, pertanto il membro di sinistra tende a zero, ma allora x?(t) /t deve tendere a 1 e percio x(t)
¢ asintotico a V/t.

Se una soluzione parte all’interno di Q;, ovvero con a < —+/1/2 vi rimane per ognit > 0, in
particolare e sempre strettamente decrescente e per l'invarianza in avanti di tale regione non puo
entrare in R. Non potendovi essere asintoti orizzontali, essa decresce a —oo, cid accade anche se una
soluzione decresce fino ad entrare in Q;: a quel punto decresce a —co. Mostriamo che le soluzioni
che partono nella regione Q> hanno un asintoto verticale per t > 0. Studiamo ora la soluzione
nell'intervallo 0 < t < 1. Siha ¥ < 1 — x?, e procediamo per confronto con z = 1 —z2, z(0) = a.
Verifichiamo la presenza di asintoti verticali per t = t* < 1 con condizioni iniziali opportune: Si ha:

JF I R RS A O | £
1-22 2)J1-z2%"2) 142" 729|112
quindi in forma implicita:
1 1+z
Elog 1. = t+C.
Per z — £oo si ottiene t + C — 0 e quindi t* = —C. Sostituendo le condizioni iniziali, si ottiene:
1 1+4+a
C= 5 log T
e quindi dobbiamo risolvere
1 1+4+a
0 < —E 10 ‘1 e 1
ossia .
—a
0 <log|— 2
< log ‘ Tl <

Poiché |1 —a| > |1 +a| se a < 0, si ha che la prima disuguaglianza & sempre soddisfatta. Per quanto
riguarda la seconda, e sicuramente soddisfatta per |a| sufficientemente grande, a < 0, perché 'argo-
mento del logaritmo tende a 1 se a — —oo. Quindi esiste a* < 0 tale che se a < a* la disuguaglianza &
soddisfatta. Quindi per a < a* le soluzioni ammettono asintoto verticale a —oo per 0 < t < 1. Se x(t)
€ una soluzione massimale che entra all’istante ¢y > 0 nella regione Q>, il suo limite verso 1'estremo
superiore dell'intervallo di definizione I & —oo, pertanto esiste t; > to, t; € I tale che x(ty) = b < a*.
Poniamo v(t) = x(t — to) e studiamo la soluzione x(t) per typ < t < to+ 1 esattamente come prima.
Otteniamo ancora un asintoto verticale.

Proviamo ora che esiste un"unica soluzione strettamente decrescente definita per ogni t > 0 che
separa il comportamento tra le soluzioni definite per ogni t > 0 e quelle che decrescono a —co in tem-
po finito. Tale soluzione risultera anche convessa e strettamente decrescente in tutto il suo intervallo
di definizione. Osserviamo che per il teorema di esistenza e unicita se a; < a2 < 0, e le soluzioni cor-
rispondenti sono x1(t) e x2(t), allora si deve avere x1(t) < x2(t) per ogni t > 0 dove le due soluzioni
sono entrambe definite. Definiamo i seguenti insiemi:

A:={a€R: esistet, > 0talechet, = x*(a, ta)}

B := {a € R: esistet, >0talechet, = ————

2x(a, ty)

ove x(a,t) & la soluzione corrispondente alla condizione iniziale a valutata al tempo t. Poiché A D
[0, +00[ € B D] — 00, a*] tali insiemi sono non vuoti. Inoltre siha A N B = @ quindi A & inferiormente
limitato e B & superiormente limitato, pertanto esistono finiti a* = inf A < 0ea” =sup B > —1.
Proviamo che at ¢ A. Supponiamo per assurdo che a™ € A e sia %(t) la soluzione corrispondente.
Allora esiste f > 0 tale che f = x2(f), inoltre, poiché 7 < 0 si ha in realta #(f) = —+/f. Consideriamo la
soluzione del problema % = t — x2, x(ty) = —V/L. Per l'invarianza delle regioni R e Q tale soluzione
deve essere definita in [0, f] e contenuta all’interno della regione dove X < 0, pertanto si deve avere

+ xz(a, ta), x(a,t,) < O} ,

che tale soluzione in f & minore di %(f) = —+/f, pertanto in 0 essa & minore di #*, contrariamente alla
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FIGURA 29.11.2. Lostudiodi* =t —x?,x(0) =a,a € R

definizione di a™. In modo analogo si prova che a~ € B. Le soluzioni corrispondenti a dati iniziali
l[a=,a™] non entrano né in A, né in B quindi hanno le proprieta richieste.
Proviamo che 4~ = a™. Supponiamo siano diversi e siano a~ < a3 < a; < a*. Si ha allora

%(x(al, b) — x(as, 1)) = x2(a1, £) — x2(az, £) > 0

pertanto la distanza tra le soluzioni relative ai dati iniziali a; e 4, deve aumentare dal valore iniziale
a; — ap > 0. Tuttavia esse sono comprese tra le curve di equazione t = x? e t = 1/(2x) + x? che sono
tra loro asintotiche. Cio e assurdo e quindia~ = a™ = a. Le proprieta di questa curva discendono dal
fatto che essa non entra mai nelle regioni R e Q. In figura presentiamo 1’andamento di alcune solu-
zioni e le curve che delimitano le regioni invarianti. Curiosita: la condizione iniziale « corrispondente

alla soluzione asintotica a —/f per t — +oo, determinata in modo simbolico, corrisponde a

_31/3I‘(2/3)
T(1/3)

~ —(0,729011,

—+o00
doveI(z) = / *~te~! dt & 1a funzione Gamma di Eulero.
0

ESERCIZIO 29.12. Si utilizzi il metodo di separazione delle variabili per risolvere la seguente
equazione alle derivate parziali:
—60:u(t, x) + 40 u(t,x) +3u =0, (t,x) €]0,+00[x]0, 7],
axux(t, O) - axux(t, 7[) - O
u(0,x) = x(m — x).
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SVOLGIMENTO. Cerchiamo soluzioni elementari non nulle nella forma u(t, x) = U(t)X(x). So-
stituendo nell’equazione di partenza si ottiene:

—6U(t, x) +4U(+) X (x) +3U () X(x) =0
e dividendo per U(t)X(x) si ottiene che esiste A € R per cui:
_ —6U(t,x) +3U(t)  4X(x)

= =:A
u(t) X(x)

Questo implica che per A € R si hanno le due equazioni:

4X(x) — AX(x) =0

—6U(t) + (34+A) U(t) = 0.
da accoppiarsi con le opportune condizioni al contorno.

Studiamo 'equazione per X, il cui polinomio caratteristico @ 4u> — A = 0, di discriminante

A = 16A. Se A > 0, 'equazione caratteristica ammette soluzioni y; = VA/2, U2 = —pp. La so-
luzione generale dell’equazione & ®(cy, ¢z, x) = c1ef1* + cpet?*. Derivando, si ottiene %CD(c], C2,X) =
c1p1eM* + couget?*. Sostituendo le condizioni al contorno X(0) = %@(cl,cz,O) = 0, si ottiene
c1p1 + copp = 0, sostituendo si ha %@(C],CQ,X‘) = c1p1 ("™ — ei2¥) e poiché p; # up, l'unica

soluzione e quella nulla ¢; = c; = 0 non accettabile.

Se A = 0, I'equazione in X(x) ammette soluzione X(x) = co + c1x, sostituendo le condizioni
iniziali e finale si ottiene ¢; = 0, quindi si ha la soluzione accettabile X (x) = cp relativaa A = 0.

Se A < 0,’equazione in X(x), posto w = +/|A|2, ammette soluzione X(x) = c; cos wx + ¢ sin wx.
Derivando, si ha X(x) = w(—c; sinwx + ¢, cos wx). Valutando in 0 si ottiene c; = 0, e valutando in
7T si ottiene w = n € Z. Sostituendo nella definizione di w e ricordando che A < 0, si ha che A deve
essere della forma —4n?.

Pertanto i valori accettabili di A sono Ay = 0 cui corrisponde la soluzione Xy(x) = cpe A, = —4n?,
n € IN'\ {0} cui corrisponde la soluzione X, (x) = ¢, cos nx.

L’equazione in U per tali valori di A, ha soluzione

374112
U, (t) =dye s L
Posto a,, = c,d;,, costruiamo una soluzione elementare moltiplicando U, (t) X, (x), si ha:

3-—dn?
uy(t,x) = ame 6 ' cosnx.

Cerchiamo di coprire il dato iniziale sovrapponendo infinite soluzioni elementari:
oo
u(0,x) = x(m—x) =ag+ )_ acosnx
n=1
Pertanto si ha che i coefficienti a;, j > 1 sono i coefficienti di Fourier della funzione x(7r — x) definita
su [0, 7t], prolungata per parita su [—7t, 7t e per 27r-periodicita a tutto R. Il coefficiente ay & meta del
coefficiente di ordine 0.
2

12
ao = 5 /x(n—x)dx:%
2 1 1
—/ 7t(x — x?) cos nx dx ( +(2 ))
n
Solo i coefficienti di ordine pari sono non nulli, e a5, = —1/k? k € IN\ {0}. Si ottiene quindi la

soluzione

3-16k2 4 —8k2

u(t,x) = %et/z -y %cos(ka) =¢!/? < Z cos 2kx)>
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Il termine generale della serie ¢ in modulo maggiorato da 1/k?, questo porge la convergenza totale
della serie.

ESERCIZIO 29.13. Sia T > 0, e sia ¢ : R — R una funzione T—periodica di classe C? strettamente
positiva e tale che sia ¢’ che ¢” si annullano solo due volte (ciascuna) in [0, T). Si supponga per
semplicita che min¢$ = ¢(0) e che max¢$ = ¢p(a) con0 < a < T.

a) Si tracci un grafico approssimativo di ¢.
Si ponga
N ={(xy) eR*: ¢(x) = 9(y)}, No=Nn[0,T)%
b) Si provi che NV & [0, T)?-periodico in R?.
c) Si provi che Ny & composto da due archi di classe C! che si intersecano ad angolo retto.

Si consideri il problema di Cauchy

p_ o)
= ey
¥(0) = yo.

d) Si provi che per ogni yg esiste un’unica soluzione, e che questa e definita su tutto R.

e) Si provi che ogni soluzione e limitata su R.

f) Si provi che la soluzione con yy = 0 non e periodica, ma che esiste qualche valore di y( per il
quale la corrispondente soluzione é periodica.

SVOLGIMENTO. La funzione ¢jo 7] € strettamente positiva e minimo assoluto in 0 e in T con
$(0) = ¢(T). Essa ha un massimo assoluto in a e ¢(a) > 0. Osserviamo che N contiene la bisettrice
del primo e terzo quadrante ed e simmetrico rispetto ad essa. L'insieme & periodico perché si scrive
come luogo degli zeri della funzione periodica g(x,y) := ¢(x) — ¢(y). La funzione ¢ 1) ha come
immagine [¢(0),¢(a)], inoltre & strettamente monotona in [0,4] e in [a, T|. Denotiamo quindi con
1 : [9(0),¢(a)] — [0,a] e con ¢y : [¢(0),¢(a)] — [a, T] le due inverse locali di ¢, tali funzioni
sono C? nell’interno del loro dominio. La relazione ¢(y) = ¢(x) in [0, T[ & soddisfatta quindi solo se
y € {yP1(¢(x)), P2(¢(x))}. Poiché tale relazione & sicuramente soddisfatta per y = x, si deve avere:

x € {Y1(9(x)), pa((x))}-
Conseguenza immediata di questa inclusione é:
- per 0 < x < a, visto che §(z) > a, si ha che x # ¢ (¢(x)), quindi ¢ (¢(x)) = x;
- per x = asiha che P1(¢(a)) = ¢2(¢(a)) = a perché a & 1'unico massimo di ¢ in [0, T;
- pera < x < T, visto che §1(z) < a, si ha che x # P1(¢(x)), quindi P> (¢(x)) = x.

Questo porta a definire i due archi:

_ J(o(x)), per0<x<a, _ Ja(e(x)), per0<x<a,
o) = {¢2((P(x)), pera<x<T, yalx) 1= {¢1(¢(x)), pera<x <T.

Otteniamo quindi Ny = {y1(x) : x € [0, T[} U{y2(x) : x € [0, T[}, inoltre y1(x) = x per ogni
x € [0,T[. Inoltre i due archi si intersecano solo in x = a e y1(a) = y2(a) = a. L'arco y;i(-) &
ovviamente di classe C!(]0, T[). Si ha che y(+) & sicuramente di classe C!(]0, T[\{a}) per il Teorema

della funzione implicita. Infatti ponendo F(x,y) = olx) 1, in modo che N/ = F~1(0), si ha che

¢(y)
F € C(R?) e 9,F(x,y) = 01in ]0, T[x]0, T[ se e solo se ¢'(y) = 0 il che equivale a direy = a e,
d’altra parte, y2(x) = a se e solo se x = a. Inoltre, tale arco & continuo in |0, T| per costruzione:
limy (x) = a = ya2(a).



29. ESERCIZI RICAPITOLATIVI 247

0 %M)Z@ T
X2

= a0 P(x2)

3360 o 3 e 3 3 4 o 3 4 o 3 e 2 3 o A A A

Costruzione degli archi: dato x € [0, T], la retta y = ¢(x) interseca il grafico di
¢ in esattamente due punti. L’ascissa minore tra quella dei due punti di interse-
zione & 1 o ¢(x), mentre 'altra & ¢, o p(x). Si ha sempre 0 < P1(¢p(x)) < a <
P2(¢p(x)) < T. Poiché una delle due intersezioni deve essere (x,$(x)), a secon-
da dell'intervallo in cui si trova x si avra ¢ (¢(x)) = x oppure P2($p(x)) = x.
Piti precisamente, se 0 < x < asi ha P;(¢p(x)) = x,esea < x < T si avra

Pa(o(x)) = x.

Poiché ¢(x) = ¢(y2(x)), derivando per x # a, si ha ¢'(x) = ¢'(y2(x)) - y4(x), da cui y5(x) =
¢'(x)
¢’ (ya(x))
la, T, si ottiene y5(x) < 0se x €]0,a[. In modo del tutto analogo, se x €la, T| si ha y»(x) €]0,4],
quindi ancora y5(x) < 0se x €la, t[. In altre parole y5(x) < 0 per ogni x €]0, T[\{a}. Osserviamo
che, applicando la regola de 'Hopital e ricordando che y» € C!(]0, T[\{a}) e ¢ € C?, pera’ # a con

¢"(y2(a")) # 0 si ottiene:

Ricordando che se x €]0,4[ si ha y2(x) €]a, T[ e che ¢’ & positiva in ]0, a[ e negativa in

P D 7t N Y 40O N (o
ya(a') = 3}—>a’y2< X) 9}—>a’ ¢ (y2(x)) }}_m, ¢ (y2(x)) - (@

H(ﬂ/)
Quindi (v4(a'))? = ¢

(yZ( )) //(yz(a/))

¢"(@) . - o : , .

& (a(a)’ Si nota che e possibile passare al limite per a° — a nell’espressione precedente,

poiché in un intorno di a si ha ¢"(y2(x)) # 0, e ottenere che y5(a) = —1 perché ¢ € C2e ya(-) &
continua, quindi anche l'arco y,(-) & C!. Poiché i/} (a) = 1 e y4(a) = —1, i due archi si intersecano ad
angolo retto.

Ricordando che y5(x) < 0, si ottiene per ogni a’ # a che y5(a’) =
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Per quanto riguarda l'equazione j(x) = F(x,y(x)), sihache F € C}(IR?) e che |F(x,y)| < Z;Eg; <
+o00 per ogni (x,y) € R?, quindi per il teorema di esistenza e unicita globale, per ogni yo € R la
soluzione del problema di Cauchy esiste, ¢ unica e definita su tutto RR.

L'insieme [0, T] x [0, T] \ A & composto di quattro componenti connesse: una contenente il punto
(a,0), dove y’ > 0, una contenente il punto (T,a) dove y’ < 0, una contenente (a,T), dovey’ > 0, e

infine una contenente (0,a) dove iy’ < 0. Inoltre tale situazione si ripete per periodicita.
O 334 o 3 36 e 3 3 e 3 3 e o 3 40 o 3 4 o 3 34 o 3 3 3 3 o e o e e A A O

A :

0,1 (a ,a + T)

\

Qo,6(0;0) Ry(a,0) Q1,0(T,0

,—1 (a/ a _ T)

33 o o 3 3 3 3 3 o o 3 3 3 3 3 o o 3 3 3 3 3 o o 3 3 3 3 3 S S 3 3 3 3 3 o o 3 3 3 3 3 o o S 3 3 3 S S S S N S 3

In figura, il quadrato [0, T] x [0, T| & ombreggiato. Si ha Qun = (nT,mT) per n,m € Z e
Pym = (a,a) + (nT,mT) per (n,m € Z). Il quadrilatero curvilineo Qg 0Py,—1Q1,0Po,0 contiene il punto
R1(a,0), e poiché ¢(a) > ¢(0), su tale punto si ha F(R;) > 0, quindi tale quadrilatero & una regione
dove iy’ > 0. Per periodicita di F, anche il quadrilatero Qg 1Py0Q1,1P0,1 ha lo stesso comportamento,
e in generale si ha che tutti i quadrilateri curvilinei C,,, := QumPum—1Qn+1,mPum, n,m € Z sono
regioni dove y’ > 0.

I1 quadrilatero curvilineo Qo,0P,0Qo,1P-1,0, simmetrico rispetto alla bisettrice del precedente, con-
tiene il punto Ry(0,4) e quindi, per ragionamento analogo a prima, si ha che tale quadrilatero &
una regione dove ' < 0 e in generale, tutti i quadrilateri curvilinei Dy, = QumPumQum+1Pu—1,m,
n,m € Z sono regioni dove y’ < 0.

La curva Qo0Po0Qo,1 € una curva di minimi (ad eccezione dei tre punti che la definiscono), la
curva Q1 1P 0Q1,0 € una curva di massimi (ad eccezione dei tre punti che la definiscono) e, per perio-
dicita, le curve Qy 1 Pn,mQn, m+1 sono minimi, le curve Qy41,m+1Pn,m Qn+1,m SON0 massimi pern,m € Z
tutte ad eccezione dei punti che le definiscono.
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I punti P, n,m € Z sono tutti flessi a tangente orizzontale e le soluzioni che li attraversano
sono decrescenti in un intorno di essi. I punti Q, ., n, m € Z sono tutti flessi a tangente orizzontale
e le soluzioni che 1i attraversano sono crescenti in un intorno di essi.

Se una soluzione ha condizione iniziale y(0) = yo € [0, a] allora decresce fino ad entrare in Co .
Qui, non puo che crescere fino ad entrare in D, infatti una soluzione crescente non puo andare
da Cpo a Dy, perché altrimenti dovrebbe attraversare una curva di minimi, contraddicendo il fatto
di essere crescente. Non pud nemmeno andare in Cy; perché dovrebbe attraversare il punto Py e
avere tangente verticale in esso. Pertanto entra in Dj in un punto di ordinata compresa tra 0 e a.
Qui decresce fino al tempo T dove vale y(T). Si deve avere necessariamente y(T) < a perché la
soluzione decresce dal suo ingresso in D ¢ e inoltre y(T) > 0, altrimenti dovrebbe attraversare Q1
con tangente verticale, assurdo. Pertanto se y(0) € [0,a] anche y(T) € [0, a].

Per periodicita, se y(0) € [nT,a + nT|, anche y(T) € [nT,a+ nT|, pertanto si ottiene che se
y(0) € [nT,a+ nT], allora y(t) € [nT,a+ nT] per ogni t > 0. Dato yy € R, esiste sempre n €
N tale che yo €](n —1)T, (n + 1)T|, pertanto la soluzione y(-) con condizione iniziale y(0) = yo

domina la soluzione y_(-) di condizione iniziale (n — 2)T + %, ed & dominata dalla soluzione v (-)

di condizione iniziale (n +1)T + %. Per quanto visto prima, y_(t) € [(n —2)T, (n —2)T + a] per ogni
t>0eyy(t) € [(n+1)T,(n+1)T + a] per ogni t > 0. Pertanto y(t) € [(n —2)T, (n 4+ 1)T + a] per
ogni t > 0, quindi é limitata.

La soluzione che parte dall’origine ha y/(0) = 0, quindi entra in una zona di crescenza. Se sod-
disfacesse y'(T) = 0, essa dovrebbe avere un minimo per x = T, ma allora sarebbe identicamente
nulla, ma cio € impossibile perché la funzione identicamente nulla non & una soluzione. Quindi tale
soluzione non e T-periodica.

La mappa ¢ : [0,4] — R definita da o(yo) = y(T) dove y(-) & soluzione di y(x) = F(x,y(t)),
y(0) = yo, & continua e mappa [0, 4] in sé, pertanto ammette almeno un punto fisso. Ovvero esiste 7o
tale che 1'unica soluzione di y(t) = F(x, y(t)) soddisfacente y(0) = 7y soddisfa anche y(T) = 7. Ma
allora questa soluzione & periodica.






CAPITOLO 30

Miscellanea di Esercizi supplementari

ESERCIZIO 30.1 (massimi e minimi liberi e vincolati).

(1) Si studino i punti di massimo e minimo vincolato per la funzione f(x,y,z) = x> + cos(y),
sull’insieme C = {(x,v,z) € R3: 12 +y2 4 ¢= < 10}.

(2) Si studino i punti di massimo e minimo vincolato per la funzione f(x,y,z) = yv1+ z?
sull'insieme C = {(x,y,z) € R®: x*> —2x +y* 4+ 2> < 3}.

(3) Si studino i punti di massimo e minimo vincolato per la funzione f(x,v,z) = (14 x2)e?
sull'insieme C = {(x,y,z) € R®: 22 + y* — 22 + 22 < 0}.

(4) Quanti sono i punti di minimo relativo di f(x,y) = cos?(x) + y> — 3y? appartenenti all'in-
sieme Q = {(x,y) € R?: —7 < x < 27, |y| < 37m}?

(5) Si studino, al variare di 2 € R i punti di massimo e minimo vincolato per la funzione
fa(x,y,2) = x +ax? — cos(y) + z%* sull'insieme C = {(x,y,z) € R3: 0 < x < 2,—7 <
y<m—-1<z<1}.

(6) Si studino, al variare di 2 € R i punti di massimo e minimo vincolato per la funzione
falx,y,2) = €208 4 gin?(x) sull'insieme C = {(x,y,2z) € R3: |y| < 1}.

ESERCIZIO 30.2 (integrali multipli).
(1) Calcolare il seguente integrale doppio:

// xsin |y — 2x| dx dy
D

essendo D il triangolo avente i vertici nei punti (0,0), (1,0), (0,1)
(2) Sia Dil quadrato 0 < x < 1,0 <y < 1. Calcolare l'integrale:

1
dxd
/Dx+y ey

1
/IRZ (14 x2)(1+y?)

(4) Calcolare il seguete integrale triplo:

///z 1—y?dxdydz,
T

dove T e il cilindro circolare retto di altezza 1 che ha per asse I'asse z e per base il cerchio di
raggio 1 centrato nell’origine.
(5) Calcolare il seguente integrale triplo:

Sdx dydz,
///sz xyz

dove T ¢ il solido contenuto nel primo ottante e limitato dalle superfici di equazioni y =
4x2+9z2ey =1
(6) Calcolare il seguente integrale triplo:

/ / / e(x2+y2+22)3/2 dx dy dzl
T

dove T ¢ il dominio 4x? + y? + z? < 72,

(3) Calcolare I'integrale:

dxdy

251
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(7) Calcolare il seguente integrale triplo:

///T(x2+y2)dxdydz,

dove T e il cono circolare retto con vertice nell’origine, per asse l'asse z e per direttrice il
cerchio di raggio r situato sul piano z = h.
(8) Calcolare il momento di inerzia di un cerchio sia rispetto ad un diametro sia rispetto al suo
centro.
(9) Sia:
D:={(x,z) eR*: ¥ +22<2, 2+ (z—1)>>1,z >0}
Trovare I’area di D. Determinare la prima coordinata del baricentro di
D" :={(x,z) eD: x>0}

Determinare il volume del solido S generato da D mediante una rotazione completa attorno
all’asse z.
(10) Sia I = [0,1], « € R. Definiamo f, : I x I — R mediante:

0 sex =y
falx,y) = { 7|x—1y|“ sex Ay

Dire per quali a la funzione f, & integrabile su I x I. Per questi valori di «, calcolare

/ fulx,y) dxdy
IxI
(11) Sia D := {(x,y) € R%: (x +y)? < e~ (¥}, Calcolare:
- / ~9? g
€ xdy

(12) Calcolare l'area della porzione di superficie di equazione z = arcsin x che si proietta orto-
gonalmente sul piano (x,y) nel dominio D limitato dalla curva di equazione y> = x2(1 —
2
x°)
(13) Calcolare 1’area di quella parte della superficie conica di equazione: x> + y*> — z? = 0 che &
contenuta nel tetraedrox > 0,y >0,z >0, x+y+2z <1

EsSERCIZIO 30.3 (Integrali dipendenti da parametro).
(1) Studiare le seguenti funzioni (dominio, continuita, derivabilita)

21 int
(a) F(x) = / e"t¥ dt,x € R
0

X
® 6(x) = |
(2) Calcolare le derivate parziali prime della funzione

F(x,y) :/ e~ (=07 gt
Y

(3) Dimostrare, mediante derivazione sotto il segno di integrale, che la funzione:

27 .
F(x) :/ e dy
0

ha un minimo relativo in x = 0.
(4) Mediante derivazione rispetto a y, calcolare I'integrale

~ [Y1og(1+ xy)
P(y) _A 1+x2 dx
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(5) Verificare, mediante derivazione sotto il segno di integrale, che la funzione

F(x):/ e dt — x
0

ha un massimo relativo per x = 0.
(6) Applicando la regola di derivazione sotto il segno di integrale, dimostrare che la funzione

F(x) = /Of sinj(vxy) dy

¢ costante per x > 0
ESERCIZIO 30.4. Si determini il dominio della seguente funzione f : R? — RR:

f(x,y) = arcsin(xy).
Si studi continuita e differeziabilita di f e si scriva il differenziale di f nei punti laddove esso esiste.

ESERCIZ10 30.5 (funzione implicita, studio qualitativo). Studiare le curve implicitamente definite
da:

(1) (22 + y* + 12ax + 9a%)? = 4a(2x + 3a)?, al variare di a > 0.
() y* — x* +ay*+ bx*> = 0 al variare dia, b € R

ESERCIZIO 30.6. Data la curva v di equazione polare p = A6, 0 € [0,47] si calcoli I'integrale

I:= / 63 ds.
¥

SVOLGIMENTO. In coordinate cartesiane, la curva ¢ parametrizzata da:

x(0) = p(0)cos® = Abcosb
y(0) = p(0)sinf = Afsinb

La matrice Jacobiana della parametrizzazione ¢(6) = (x(0),y(6)) & data da
(% \ _ [ Acos(f)— Afsin(6)
Jac (6) = ( j ) - ( Asin() + A8 cos(8)
Per la regola di Binet, l'elemento di lunghezza (misura 1-dimensionale) ¢ dato dalla radice della
somma dei quadrati dei determinanti delle sottomatrici di Jac ¢(6) di ordine 1, ovvero:

ds = \/5(2 +? = \/(A sin(0) + A6 cos(0))2 + (Acos(6) — Afsin(0))? = \/Az(l +02) = |A|V1+ 6%
Pertanto, posto t = 02, dt =20d0,z =1+t dz = dt:

47 Al r1en? Al rlem?+1
1:/ 93\A|\/1+92d9:|2|/ t\/1+tdt:|2’/ (z—1)Vzdz
0 0 1
2 2
_ @ /167‘[ +1 23/2 dz B @ /167‘[ +1 21/2 dz
1 1

Al |:Z5/2]zl6712+1 Al [23/2:|zl6712+1
2 |5/2 o

2 [3/2

z=1
= ’1?((16712 +1)%2-1) - |13M((167r2 +1)¥2-1).
ESERCIZIO 30.7 (Stokes). Calcolare i seguenti integrali:
/ F-ndo, F:= (xz,xy,yz)
S

dove S:=9{(x,y,z) ER3®: x>0,y >0,z>0,x+y+z < 1};

do, z) =+ D)1+ 22+ 2 + 5% + 3
[ fao fry2) = G+ D\ 1+2 42+ 4y
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dove C:= {(x,y,z) e R®: x¥* +y2=22,0<z < 1}
ESERCIZIO 30.8. Sia « > 0 e si consideri la funzione:

floy) =
0 se (x,y) = (0,0).
Determinare i valori di « per cui f & continua in (0, 0).

SVOLGIMENTO. Determiniamo l'ordine di infinitesimo di sin(xy) — xy nel modo seguente: cer-
chiamo B > 0 che renda finito e non nullo il limite

lim sin(s) —s
s—0 sP
Applicando due volte la regola de 'Hopital si ha

lim sin(s) —s — lim cos(s) —1 — lim sin(s) /
5s—0 sP s—0 1355_1 s—0 ﬁ(’B — 1)Sﬁ_2
e tale limite & finito e non nullo solo se B —2 = 1, ovvero B = 3. In tal caso si ha:
. sin(s) —s 1
lim ——— = ——.
sli% 83 6

Osserviamo che i valori « < 0 non risolvono il problema, infatti se « < 0 si ha per (x,y) — 0
sin(ay) —ayl* 1
Z+y2)?  — (2423

e l'ultimo termine diverge.
Sia quindi a > 0:

3
. : | sin(xy) —xy|>"‘ |xy[> 1 . |xy|"
1 )= 1 = — |
(x4)2(0,0) ) (x) 5 00) ( |xy|? 2+ 27~ 6 | (xy)a(00) X2+ 12
(x,y)#(0,0) (x,y)#(0,0) (x.y)#(0,0)
Studiamo il limite tra parentesi tonde. Si ha |xy| < (x4 y?), pertanto
|xy|* 1,5 2va—1
< < — .
Se « > 1, il termine di destra ¢ infinitesimo e si ha:
|xy|* : .
= 0, d 1 , =0= 0/ 0 ’
(x)—(0,0) X2 + Y2 ne (x,wlg?o,mf () f0.0)
(x,y)#(0,0) (x,y)#(0,0)

e dunque se « > 1 si ha che f e continua. Supponiamo ora « < 1 e poniamo y = mx. Si ha
2
xyl _ |mp e
2+y2 m2+1 ¥

se & < 1il limite per x — 0 & +oo, altrimenti se &« = 1 & |m|/(m? + 1) quindi dipendente da m. In
ambo i casi si ottiene che f non é continua. Quindi f € continua se e solo se & > 1.
Per studiare il limite & possibile anche passare in coordinate polari:

xy|* , 2sin 6 cos 0]* . 1 e .
|2 vl 5 = lim M = lim —p*2|sin26|".
(xy)—(0,0) Xx*+ Yy p—0" 0 ps0t 2%
(x,y)#(0,0) x=p cos 6 x=p cos
y=psiné y=psinf

e il limite & nullo solo se « > 1, non esiste (dipende da 0) per x = 1, e vale +oco per a < 1.
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ESERCIZIO 30.9. Sia f : R? — R la funzione definita da f(x,y) = (x2 + y2)e ¥, e sia

C={(x,y) €eR*:y>1—x2per|x|<ley > |x| —1per|x| > 1}.

Calcolare, se esistono, i limiti

lim f(x,y), lim  f(x,y).
|(xy)| =0 |(ry) | oo
(x,y)eC

Determinare i punti di massimo e minimo vincolato per f su C.

SVOLGIMENTO. Calcoliamo il limite di f lungo gli assi:

lim  f(x,y) = lim x* = 4o, lim  f(x,y) = lim y% ¥ =0.
()l vee |00 ()l oo [yl—e0
y= x=

Tali limiti sono diversi tra loro, quindi il limite ’ li)r‘n f(x,y) non esiste.
x,y)|—00

Siha0 < f(x,y) < (14 y2)e ¥ per |x| < 1ese|x| > 1,sihache (x,y) € Csey—1 > |x| ossia
(y —1)2 > x2. Pertanto se (x,y) € Ce|x| > 1vale 0 < f(x,y) < ((y — 1)* + y2)e .
Quindi in generale se (x,y) € C siha
0<floy) < (+y)e” +((y—1 +y)e
Si ha che |(x,y)| — oo con (x,y) € C implica y — +o0, e quindi l'ultimo termine tende a 0:

lim f(x,y)=0.
|(xy)| o0
(xy)eC
Studiamo i massimi e i minimi di f. Siha f(x,y) > 0 e il limite di f per |(x,y)| — co con (x,y) € C &
nullo. Questo esclude la presenza di minimi assoluti. Si ha
dxf(x,y) = 2xe ¥’
2
Ayf(x,y) =2ye (1 -2 —y?)
Sihad.f(x,y) = d,f(x,y) = Oper (x,y) = (0,0) ¢ C, (x,y) = (0, £1). Pertanto i massimi e i minimi
vincolati si trovano eventualmente sulla frontiera di C. La frontiera di C & parametrizzata da:
71(0) = (cosb,sinb), 6 € [0, 7]
T2(t) = (t,t—=1), t>1
y3(t) = (—t,t—1),t>1

7

Siha f(71(0)) = e~ si*? i cui massimi sono per 6 =0, weil minimo & per 6 = 71/2,dacui f(+1,0) =
le f(0,1) = 1/e. Siha f(0,y) = y%~¥" & decrescente per y > 1, quindi (0,1) non & né di massimo,
né di minimo per f su C.

Siha f(72()) = f(73(t)) = (B + (t —1)2)e~ "1, 1a cui derivata &:

Tfom() = L foms(t) = ~2te (2P —at 1)

che si annulla per t = 0 (ma 7,2(0),73(0) ¢ C), pert = t1 := (2 —v/2)/2 < 1, (ma 72(t1),v3(t1) & C)
epert =ty := (24 1/2)/2. Le funzioni f o y,(t) e f o y3(t) sono crescenti in un intorno destro di 1,
pertanto (0, +1) non & né di massimo, né di minimo per f su C. Si ha 72(t2) = ((2 +v2)/2,v2/2)
e 73(ta) = (—(2++/2)/2,1/2/2). Proviamo che tali punti sono di massimo relativo e assoluto per
la funzione f e il valore del massimo & M := f(£(2+4+/2)/2,v/2/2) = (2 + v/2)/+/e: infatti dato
(x,y) € Csiha |x| <y—1dacui:

Feoy) < ((y—1*+y?)e ™,
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pertanto i punti di massimo sul bordo sono punti di massimo in C.

ESERCIZIO 30.10. Si calcoli il limite:

Iy
lim ,
)
a—+oo (¥

dove

,X—// dxdy, Ca::{(x,y)e]RZ:1§x§zx,i§y§x}.

SVOLGIMENTO. Si ha'

I 1
Pertanto lim %‘L = -,
a—r—+oo 4

ESERCIZIO 30.11. Si consideri la funzione F : R? — R di classe C!:

F(x,y) = v® — 2xy* 4 cos(xy) —
Si mostri che la relazione F(x, y) = 0 definisce implicitamente una funzione ¢ :] — 9, 6[—|1 — 0,1+ 0]
in un intorno del punto (0, 1). Si calcoli la derivata ¢'(0) e si dica infine se ¢ & estendibile a tutto R.

SVOLGIMENTO. Verifichiamo le ipotesi del Teorema di Dini della Funzione Implicita. Si ha

F(0,1) = 0. Calcoliamo:

9yF(x,y) = 3y* — 4xy — xsin(xy).
Si ha d,F (0,1) = 3 # 0, quindi il Teorema di Dini assicura 'esistenza di una funzione ¢ che soddisfi
le condizioni dell’enunciato. Calcoliamo ora:

d:F(x,y) = 2}/2 — ysin(xy).

La derivata richiesta ¢ data da:
3,F(0,1) 2
oy = -2~/ — _ =
#(0) 9,F(0,1) ~ 3
Per quanto riguarda il problema dell’estendibilita osserviamo che:

(1) Sia x € R\] — 4, §[ fissato e consideriamo la funzione

y =y —2xy? + cos(xy) — 2 := g (y).
Per ogni x € R\| — 4, J], la funzione gx(y) & continua da R in RR, inoltre

lim ¢:(y) = +oo, lim ¢.(y) = —co

y—+o0 Yy——0

Per il Teorema di esistenza degli zeri, esiste almeno un punto y, (non necessariamente uni-
co) tale per cui g(yx) = 0, pertanto & sempre possibile selezionare una funzione x — yy
che estenda ¢. Si noti che 'estensione cosicostruita potrebbe non avere alcuna proprieta di
continuita o differenziabilita.

ESERCIZIO 30.12. Si consideri nel piano (y, z) la regione compresa tra l'asse z = 1 e la curva di

equazione z = /Yy —2con3 <y < 6.
a) Si calcoli il baricentro di D.

b) Si determini il volume del solido ottenuto ruotando D attorno all’asse delle z.

SVOLGIMENTO. Denominata con S tale regione, si ha che

S={(y,z):1<z</y—2,3<y<6}
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a) L'area della regione S é:

4
M= / VY —2-1)dy = /(\/2—1)dt:§[t3/2]‘11 g 10_2_ -2

Indicato con G = (Gy, G;) il baricentro:

1 7 3 (6 \/yj 3 6
GZ_M/deydz_g/g,/l zdzdy—ﬁ/g)((y_z)_l)dy_ﬁ

1 3 (6 r4/y—2 3 r6
GyZM/ydydz:g// ydzdy:g/3 y(Vy—2-1)dy
L 2 5 326
(y—2=t 5/ (" +2)t°dt = 55

b) Per il Teorema di Guldino, siha V = 27G,M = 6155271

ESERCIZIO 30.13. Si determini ’area della parte di superficie conica:

S={(v,yz):z=1—/x2+1y*>,z2>0,y > V2/2}.

SVOLGIMENTO. Sihaz > 0seesolose x> +y?> < 1,dacuiy < 1. Sihaallorayv2/2 <y <Tle
x| < +/1 — 2. Essendo la superficie un grafico z = f(x, y) 'elemento di superficie &
Y P g y P

2 2
D) = 1 V) = JH (ﬂ ) n (yTy> v

L’area vale pertanto:

V1-y? 1 /2
A:/ / \fzdxdyzzﬁ/ 1y dy—zf/ V1~ sin? 6 cos 0.d6
V2 -\ /icy NV

/2 /2 /2
=2V2 cos?0df = 2v/2 cos(26) +1 do =2 (cos(20) + 1) df

n/4 /4 2 /4
2 2 (7 2
:£n+£ coszdz:i(n—z).
4 2 Jap 4

ESERCIZIO 30.14. Date la superficie S = {(x,y,z) : x = scost,y = t,z = ssint, t € (0,71), s €
(1,2)} e la funzione f : R3 - R, f(x,y,z) = yz, si calcoli l'integrale

/Sfda.

SVOLGIMENTO. Posto ¢(t,s) = (scost,t,ssint), calcoliamo la matrice Jacobiana della parame-

trizzazione:
—ssint cost
Jacp = ( 1 0 ) .
scost sint

Per la regola di Binet, per trovare I’elemento di superficie 2-dimensionale dobbiamo considerare tutti
i minori di ordine 2, e sommarne i quadrati dei determinanti estraendo la radice.

. » [ —ssint cost » [ —ssint cost ) 1 0
wz(atq),asgo)—\/det ( 1 0 >+det < scost sint>+det <scost sint>

= V1452
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Pertanto l'integrale richiesto vale:

/SdeZ /On </12f0(p(t,5)wz(8tqo,asgo) ds) dt
:/0” </12tssint\/l+752ds) dt:;/ontsintdt'/fmmv
= 2(5v5-2v2).

ESERCIZIO 30.15. Sia D = {(u,v) € R?>: u? +v?> < 1} esia S C R® la superficie parametrizzata
dag:D — R3 ¢(u,v) = (u+9,u—v,u®>+v?). Calcolare l'integrale di superficie

/(x2 +y*)V1 4 2zdo.
S
SVOLGIMENTO. Calcoliamo la matrice Jacobiana della parametrizzazione:

1 1
Jacp = 1 -1].
2u 20

Per la regola di Binet, per trovare I’elemento di superficie 2-dimensionale dobbiamo considerare tutti
i minori di ordine 2, e sommarne i quadrati dei determinanti estraendo la radice.

- 2 1 1 2 1 1 2 1 -1
wW2(0u@p, 0op) = \/det < 1 —1 >+det ( 2u 20 ) +det < 2u  2v )

= \/4+ (20— 20 + 20+ 2u)? = 2V/T T 2 + 02

Pertanto l'integrale richiesto vale:

[ (007 + (0= 0) 15 2002 +02) 21+ 42 + 0 dud

:4/D(u2—|—vz)\/1—|—2(u2+02) \/1+(u2+02)dudv

2 rl
:4//21 202 1/1+ p2p dpd®
[ 120 1o
1
(w:p2):47r/ w\/(1+2w)(1+w)dw
0

1
:47t/ wV 2w? + 3w + 1dw
0

— 471(44 4 1326 — 9v/210g (3 + 2V/2) 4+ 9v21og(7 + 4/3)),
dove si e sfruttato il fatto che una primitiva di v/s?> + 1 ¢ data da 1/2(y+/1 + y? + log(z + V1 + 22)).

ESERCIZIO 30.16. Per ogni a > 0 si consideri in IR® la superficie S, di equazioni parametriche:

@(0,y) = (y/y? + a?cosb,y,\/y*>+ a%sinb), 6el02n], |yl <1,

e il campo vettoriale F : R® — R? definito da F(x,y,z) = (x%,y/2,x).

(1) Si calcolino divergenza e rotore di E.
(2) Si utilizzi il teorema di Stokes per calcolare la circuitazione di F lungo la circonferenza di
raggio v'1 + a2, centrata nell’origine e appartenente al piano y = 1 parametrizzata da

7(0) = (Va2 +1cos6,1,v/a? + 1sinb), 6 € [0,271].

Si dica se il campo F & conservativo.
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(3) Si scriva la matrice Jacobiana di ¢, si ricavi da essa I'elemento di superficie 2-dimensionale

relativo alla parametrizzazione ¢. Si utilizzi il risultato per calcolare 1’area di S, nel caso
a=0.

(4) Per a > 0, si calcoli il versore normale indotto dalla parametrizzazione nel punto (4,0, 0).

(5) Si calcoli il flusso di E attraverso la superficie S, orientata secondo 1’orientamento indotto
dalla parametrizzazione.

SVOLGIMENTO. Poniamo ¢(60,y) = (@1, ¢2, ¢3) e F= (F, B, F3).

(1) Siha
divF(x,y,z) = 9xF1 + 9,F, + 9.F; = 2x + 1/2,
rotF =det| & 9, y/2 | =(0,-1,0).
Eg az X

(2) dal teorema di Stokes, la circuitazione & il flusso del rotore attraverso la superficie D =
{(x,1,2z) : x>+ 2> < (1+4?)} con normale (0,—1,0), infatti la normale (0, —1,0) su D
induce per la regola della mano destra 1’orientamento richiesto su «. Il flusso eé:

/rotﬁ-ﬁdaz/ do = Area(D) = (1 + a?).
D D

Verifichiamo il risultato:
/Fd’y / 1c059 1,Va?+1sinb) - (—v/ a2+ 1sin6,0, v a% + 1cos6) do

27r
_/ (a* +1)*?cos?@sin O + (a4 1) cos? 9>d9—7r(1+a)

Quindi la circuitazione non e nulla, pertanto F non & conservativo.
(3) La matrice Jacobiana e

—/v2+ aZsin6 _ycosh

/y2+a2
Jacp(8,y) = 0 1
in6
Vy*+a%cos b %

Per la formula di Binet, I’elemento d’area é:

wy = \/det2B1 + det’B, + det®Bs

dove

—/y2 +aZsing L0

B, = ( Y Va2 | det’B; = (y + a%) sin” 6.
0 1

N 7 7 o ycos®
L VY +a*sin® e +eaz det’By —
ysin ’ ’

\VY? +a?cos @ W

0 1
Bs = ( /2t cos 6 % > , det’B; = (y* + a*) cos? .

da cui wp = +/2y? + a?. Nel caso a = 0 si ha che 1’elemento d’area & w, = \/E\ y|. L'area di
Sp & data da

2 /1 1 1
/ dg:/ / wzdf)dy:ZH/ \f2|y|dy:4n\f2/ ydy = 271V/2.
. 0 J-1 -1 0
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(4) Una base dello spazio tangente ¢ data dalle colonne della matrice Jacobiana di ¢. In partico-
lare, nel punto (4,0,0) = ¢(0,0) siha (0,4,0) e (0,0,a). La normale deve essere ortogonale
a questi due vettori, e avere norma uno, per cui ¢ della forma (£1,0,0). Verifichiamo quale
di questi due ¢ la normale indotta dalla parametrizzazione:

+1 0 0
det| 0 0 a =] =Fd
0 a 0

Il determinante deve essere positivo, per cui la normale indotta nel punto (a,0,0) & (—1,0,0).
(5) 1 flusso richiesto vale:

— 2 2 qj ycosf

2 Fiog —+/y>+a?sing N
(S, F) = / /det Fog 0 1 dy do

in6

Fs09 \/y2+a?cosb %
; 0
- (2 +a2) cos20 —+/y2 + aZsinf %
' - in 0
VP Tcosd P cost Yl

— /Y2 falsing Ys?
! Ve g e

2t 1
- —y/2)det .
/0 /4< y/2)de ( VPt st L

+/2”/ 1)det y +a%)cos?0 —+/y2 +a2sinf dy do
VY2 +1cosf  \/y2+a2cosh

_/ / y /2dyd0+/ / (y* +a*)3%cos® 0 + (y* +a )s1n9cos9) dae dy

3
Nell'ultimo passaggio e sfruttato il fatto che:

27 1 27 1 4
/ cos0sinfdo = 7/ sin(20) do = f/ sinwdw = 0.
0 2 Jo 4 Jo

27 "371/2 3m/2
/ cos> 0 df = / cos>0do = / (1 —sin?6) cos @ db
0 /2 —7/2

/2 3/2m
—/ (1 —sin®8) cos@df + (1 —sin®8) cos @ df
/2 /2

:/(1— dw+/ (1—w?)dw = 0.
-1

ESERCIZIO 30.17. Nel piano x = 0, si consideri la curva y(y) = y?(1 — y?) + 1 per t € [0,a] dove

a=4/(1+ \@) /2 e la superficie S ottenuta ruotando <y attorno all’asse z e orientata in modo che
nel punto (0,0, 1) il versore normale sia diretto verso 1'alto. Si definisca inoltre il campo vettoriale
F:R® - R®
E(x,y,2) = (e, x — 22, 2).

(1) Si calcolino la divergenza e il rotore di F.

(2) Si tracci il grafico di 1.

(3) Si scriva una parametrizzazione di S e si determini il relativo elemento di superficie 2-

dimensionale.
(4) Si calcoli il flusso di F attraverso S.
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(5) Sidicase F & conservativo. In caso negativo, si esibisca un circuito y dove la circuitazione di
F sia non nulla (sugg. si utilizzi il teorema di Stokes applicato ad un’opportuna superficie
giacente nel piano z = 0, il cui bordo sara il circuito desiderato).

SVOLGIMENTO. Poniamo F = (Fy, F, F3).

(1) Siha:
divf(x,y,z) =0.F + asz +0,F3 =1,

51 ax €4y
rotf =det| & 9, x—x% | =(0,0,1—2x—4e").
53 az zZ

(2) Sihay(0) =1ey(a) = 0. Per quanto riguarda le derivate, si ha

Y(y) =2y(1 — v*) + y*(—2y) =2y — 4° = 2y(1 — 2/%),

e tale derivata si annulla per y € [0,a] nei puntiy =0ey = @, e strettamente positiva per

0<y< % e strettamente negativa per % < y < a. La funzione ha un minimo relativo
in 0, che vale 1, un massimo assoluto in v/2/2 che vale 5/4 e un minimo assoluto in y=u«
che vale 0. Si ha poi 4(y) = 2 — 12y?, pertanto la funzione & convessa per 0 < y < 1//6 e

concava per 1/v6 <y < a.
(3) La superficie S puo essere parametrizzata nel modo seguente:

¢(p,8) = (pcos b, psinb, *(1—p?) +1),

La matrice Jacobiana della parametrizzazione e:

cos)  psind
Jacp(p,0) = sinf  pcosf |.
20 — 4p° 0

Per la formula di Binet, I’elemento d’area é:

Wy = \/det281 + det’B, + det2B3

dove
= (20 0ot
B, = < chisfps P 510“9 ) ) det?B, = p2(2p — 40%)?sin 0,
B; = < szi_nng, pcgs@ > , det’B; = p*(20 — 40°)? cos 6.
da cui

wy = \/pz +0%(2p —4p%)? = p\/l +4p? + 16p°% — 16p*.
(4) Definiamo la superficie & = {(x,y,0) : x>+ y*> < a?} con normale 2 = (0,0,—1). La
superficie > U S racchiude un solido (), inoltre le normali definite su S e X sono uscenti
rispetto a (). Per il teorema della divergenza si ha:

/ div E dxdydz = &(S, F) + (=, F).
o)
Osserviamo che su X si ha F (x,y,0)-(0,0,—1) = 0, quindi
oz, F) = / F.ado=o0,
by

inoltre:
/ div F dxdydz = / dxdydx = Volume(Q2).
0 Q
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Si ha che () & parametrizzato in coordinate cilindriche da:

P(p,0,z) = (pcosb,psinb,z),

con0 < p<ael<z<p?(l—p?),equindil’elemento di volume, ovvero il determinante
Jacobiano della parametrizzazione, & p. Il volume di () & pertanto:

2 pa pp2(1—p?)+1 pt 2 4 6
/ / / pdzdpd9:27'[/ (0*(1—p?) +1)pdp =27 (“4_“_“)‘
o Jo Jo 0 2 4 6

e si ha che tale valore coincide con il flusso richiesto.
Verifichiamo il risultato ottenuto:

- Fiop cosf  psinf
// det| Foboep sinf pcos@ | dfdp =
0 JO F30§D Zp_4p3 0
. etpsind cosf®  psinf
—// det pc059 p 2cos?0 sin®  pcosf | dodp
-0 +1 20-4p> 0

= /0 /Ozn(pz(l - pz) +1)pdpdo+

o 27 .
—/ / (e*5"%p cos 6 — p cos B — p? cos® Bp sin 0) dO dp
0

a? oc4 27 1 d 4 21 o3 d
— psmG 3
=27 ( > > / / d9 d9dp+/ / 3 (cos® 0) dodp

=27 a2+“—4—lx—
B 2 4 6)

che verifica il calcolo svolto in precedenza.
5) F non @ conservativo. A tal proposito, se D € una superficie contenuta in z = 0, la sua
normale nei punti non di bordo sara (0,0, £1), e quindi il flusso del rotore sara

/ rotF-ade = / (1 —2x — 4e%) dxdy,
D Jp
e quindi per il teorema di Stokes,

j{ Fdy, = / (1 —2x — 4e*) dxdy,

affinche 4 sia un circuito di quelli richiesti & necessario determinare D in modo tale che
l'integrale del membro di destra sia non nullo. Consideriamo la superficie D := {(x,y,0) :
|x| <1, ly| <1} connormale 2 = (0,0, 1). Il flusso del rotore attraverso questa superficie &

/rotf-ﬁdaz/(1—2x—4e4y)dxdy
D D
1 1
— Area(D) — / / (2x + ") dxdy
1/
1 1
:4—2/ 2xdx—2/ 46% dy
-1

. 8[ yr_l 4 2e—e) £0

i,

Per il teorema di Stokes, la circuitazione sul bordo di D, che ¢ il quadrato con lati paralleli
agli assi x e y giacente nel piano z = 0, con centro nell’origine e lato 2, percorso in senso
antiorario, & paria 4 — 2(e — e~!), quindi non nulla.

ESERCIZIO 30.18 (Integrazione di 1-forme).
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(1) Riconoscere che la forma differenziale:
w(x,y) = Bx%y —y?)dx + (x° —2xy + 1) dy

¢ un differenziale esatto e calcolare il suo integrale indefinito.
(2) Riconoscere che la forma differenziale:

w(x,y) = [sin(x +y) + xcos(x + y)] dx + x cos(x +y) dy

e un differenziale esatto e calcolare il suo integrale indefinito.
(3) Riconoscere che la forma differenziale:
2

Yy Yy
wx,y) =—F——=drt— ————d
() x2y/x% + y? xX\/ X2 +y? /
nel dominio x > 0 & un differenziale esatto e determinare la primitiva che nel punto (1,1)
assume il valore 0.
(4) Studiare l'integrazione della forma differenziale lineare:
_ y_ y
w(x,y)=y (log » 1) dx +x <log g 1) dy
(5) Mostrare che la forma differenziale:
y2dx + 2xy dy
¢ esatta e verificare che l'integrale curvilineo di w ha il medesimo valore lungo le seguenti
curve congiungenti 1’origine con A = (1,1):
(a) segmento rettilineo di equazione y = x, x € [0, 1]
(b) arco di parabola di equazione y = x2, x € [0, 1]
(c) arco di parabola di equazione y = v/x, x € [0,1]
(d) arco di curva di equazione y = 2x> — x, x € [0,1]

ESERCIZIO 30.19. Sistudilintegrazione delle forme:

x2

X
wa(x,y) = dx — d
Y R R
ESERcIZI0 30.20 (Equazioni totali). Risolvere le seguenti equazioni totali:
(1) (x*+y?+2x)dx +2ydy = 0.
2 4
(2) (3x ¥+ T2

individuato dalla condizione iniziale y(1) = 0.

w1(x,y) =y dx + ¥ log x dy,

dx + (4x°y°> + cosy)dy = 0, e determinare I'integrale particolare y(x)

2
3 ?3( dx + (ylz - 3;1) dy = 0, e determinare la curva integrale passante per il punto (2,1).
@) (y*—1)dx+xy(1—x*)dy = 0.
() (x+2y+1)dx+ (x+2y+2)dy =0.
6) (x +y—1)%dx —4x>dy = 0.
3x+y x + 3y
7 dx — dy =0.
D T Ay

8) (3y* — x)dx + 2y(y?> — 3x) dy = 0, sugg. cercare un fattore integrante del tipo e/(*+¥°)

ESERCIZ10 30.21 (Metodo dei coefficienti indeterminati). Risolvere le seguenti equazioni lineari
a coefficienti costanti:

1) v’ —y=(2x+1)e>*.

() v — 4y + 3y = e*.

(B) ¥’ — 6y +5y = .

@) y' —y = 2x>+5+ 3%

(6) 2y —y —y =x>—3¢".

(6) y' + 4y’ + 5y = cos x.
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(7) y' +y =sinx.
(8) ¥’ +y' = 5sin3x — 2 cos 3x.
EsERcIZ10 30.22 (Equazioni varie).
(1) Dire quante sono lo soluzioni localmente distinte del problema di Cauchy:

y'=sgn(y) - \/lyl, y(0) =0

e disegnarne il grafico.

(2) Risolvere I'equazione:
Yy =cosx-/y—1
(3) Risolvere I’equazione y' = y?/3 e determinare le curve integrali passanti per il punto (1,0).
(4) Risolvere I'equazione v’ = (x + y)2.
1

(5) Risolvere I'equazione lineare v’ + Y= x°. e determinare l'integrale particolare y(x) indivi-

duato dalla condizione iniziale y(1) = —3.
(6) Risolvere ’equazione lineare y’ + y tan x = sin 2x.
(7) Risolvere I’'equazione di Bernoulli y’ — 2y tanx = 2,/y.
(8) Risolvere 'equazione di Bernoulli y' = xy + x%y2.

ESERCIZIO 30.23. Si consideri l’equazione differenziale:

dy _
i 2xy — X.

a.) Siscriva tale equazione come equazione differenziale totale;
b.) siscriva la soluzione generale in forma implicita e, se possibile, in forma esplicita.

Si consideri ora la soluzione soddisfacente y(0) = 3/2.

c.) Sidica se essa e definita su tutto IR;
d.) si dica se essa ammette asintoti e, in caso affermativo, li si determini;
e.) Facoltativo: si tracci un grafico qualitativo della soluzione soddisfacente y(0) = 3/2.

SVOLGIMENTO. In forma di equazione totale si ha
w(x,y) =p(x,y)dx+q(x,y)dy = (—2xy + x)dx +dy = 0.
Tale forma non ¢ esatta, tuttavia si ha: dyp — dxg = —2x = —2x¢, quindi la forma ammette il fattore

integrante h(x) = e/ ~2xdx — p=2* 13 forma hw @ chiusa e definita su tutto R? che & semplicemente
connesso perché convesso, quindi & esatta. Determiniamone una primitiva V congiungendo 1’origine
al generico punto (xo, ) € R? con una spezzata y(t) costituita da segmenti paralleli agli assi:

X0 Yo 1
V(x0,¥0) = / hw = / e " 2x dx +/ e 2 dy = _Ee—ﬁ fye X = (y—1/2)e .
i 0 0
Un altro modo per determinare V' & osservare che:

h(x)w(x,y) = e ¥ (=2xy + x)dx +e X dy =d(ye ™) + e ¥ xdx
—x2 1 —x2 . B 2
= d(ye )+d<—ze > _d<(y 1/2)e )

Pertanto in forma implicita le soluzioni sono espresse da (y — 1/ Z)e_"2 = ¢, ¢ € R ovvero, espli-
citando, y(x) = ce* + 1/2. Sostituendo la condizione y(0) = 3/2 si ricava ¢ = 1, quindi y(x) =
e¥’ +1/2. Tale soluzione & definita su tutto R e non ammette asintoti. La soluzione ha limite +co per
x — oo, & simmetrica rispetto all’asse delle ordinate, strettamente crescente per x > 0 e strettamente
decrescente per x < 0, il punto x = 0 & di minimo e la soluzione ivi vale 3/2.

dy = 1—x%

ESERCIZ10 30.24. Si consideri la seguente equazione differenziale: =~ = — ———=.
dx x2y — x3
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FIGURA 30.23.1. La soluzione di ' = 2xy — x con y(0) = 3/2.

(1) Si scriva l'equazione come equazione totale. Si trovi la soluzione in forma implicita e, se

possibile, in forma esplicita.
(2) Si provi che liII(l] ly(x)| = 400 per ogni soluzione dell’equazione differenziale tale per cui 0
X—

sia di accumulazione per I'intervallo massimale di esistenza.
SVOLGIMENTO. In forma di equazione totale si ha
w(x,y) = (1 —x%y)dx + (x*y — x°) dy = 0.
Osserviamo che
Ayp(x,y) = 0xq(x,y) = 22" = 2xy = —%q(w)/

pertanto la forma ammette il fattore integrante

—r2 1
/\(x,y) = e jxdx: ;

La forma Aw = (xl—2 —y)dx + (y — x) dy & esatta, ovvero il campo
= 1
G(x,y) = (xz Y- x)

e consevativo. Infatti si ha

1 1 B 1, >
<x2—y> dx—i—(y—x)dy_xzdx—i-ydy—(xdy—i—ydx)_d{—x—i—2—xy].

2
Pertanto V(x,y) := —% + % — xy & un potenziale e le soluzioni in forma implicita sono date da
1y
—— 4+ == —xy =y, c eR,
x * 2 4

e in forma esplicita da

x% 4 v/2cx? + x4 + 2x

y(x) = p” :

Se x # 0, moltiplicando la forma implicita per 2x si ha —2 + y2x — 2x?y = 2cx. Supponendo per
assurdo che |y| si mantenga limitato, passando al limite in questa relazione per x — 0 si otterrebbe a
sinistra —2 e a destra 0, il che & assurdo. Pertanto |y| — +oo per x — 0.







APPENDICE A

Studio di funzioni implicitamente definite

implicito = [at. IMPLICITUS = IMPLICATUS, che ¢ il partici-
pio passato di IMPLICARE avviluppare, avvolgere (v. Piegare).
Prop. Intricato; e fig. Che € compreso e quasi avviluppato
in altro, d’onde si deduce per via d’illazioni, d’induzioni;
Compreso tacitamente nel discorso, Sottinteso. Contrario
di Esplicito.
Vocabolario etimologico della lingua italiana,
di Ottorino Pianigiani, 1907.

Questa tipologia di esercizi consiste nello studio di insiemi I' definiti implicitamente mediante
equazioni del tipo f(x,y) = 0, con f : R? — R. In tutta la discussione supporremo che f € C!(IR?).
Alcune questioni specifiche:

(1) Appartenenenza di un punto (xo, yo) all'insieme: il punto (xp,0) € R? appartiene a I se e
solo se f(xo,y0) = 0;

(2) Rappresentazione in coordinate polari: ponendo x = pcosf, y = psin#, si scriva g(p,0) =
f(pcosb,psinb). Allora I'insieme in coordinate polari & rappresentato da

{(pcosb,psinb) : g(p,0) =0,p >0, 06 € [0,27]}.

Importante: non dimenticare che da sola 1’equazione g(p,0) = 0 non
rappresenta l'insieme, infatti deve essere aggiunta anche la condizione
p > 0: ivalori di 6 tali per cui g(p,6) = 0 implica p < 0 non sono
accettabili.

(3) Informazioni derivanti dalla rappresentazione in coordinate polari: puo capitare che la re-
lazione g(p,0) = 0 possa essere scritta’ nella forma piti semplice p = h(6), in tal caso &
possibile determinare 1'insieme A C [0,27t] dove si ha h(8) > 0, esso & l'insieme dei 0 accet-
tabili: esso da ulteriori informazioni sulla posizione dell’insieme.? Se 8* € A allora la retta
di equazione cos(6*)y = sin(6*)x interseca I' in almeno un punto. Se inoltre « € A & tale per
cui h(a) = 0, allora la retta di equazione cos(x)y = sin(a)x interseca I nell’origine (e magari
anche in altri punti). Se inoltre la funzione / e limitata, allora p € limitato, quindi I'insieme
e limitato. Se f & continua, allora I' € chiuso, per cui se si ha f continua e p limitato, allora
I' & compatto. Nel caso in cui I' sia compatto, nessuna delle funzioni da esso implicitamente
definite pud ammettere asintoti di nessun tipo.

1 Attenzione alle divisioni per zero: se si ottiene ad esempio g(p,0) = p3 — p?(cos? @ + 1) non si pud concludere che
l'insieme g(p,0) = 0 sia rappresentato da p = h(8) con h(8) = cos?# + 1, p > 0. Infatti tale equazione non comprende il
punto (0,0), identificato da p = 0, che invece soddisfa g(0, ) = 0. Quindi bisognera tenere sempre conto del fatto che alla
soluzione p = h(f) va aggiunta l'origine che andra studiata a parte. Viceversa, se si ottiene g(p,8) = o — p?(cos? 6 — 1),
allora si pud concludere che I'insieme g(p,0) = 0 sia rappresentato da p = /() con 1(f) = cos>6 — 1, p > 0, perché
l'origine viene rappresentata da 6 = 0, 7.

%S¢ ad esempio A = [0, 71/2], l'insieme & contenuto nel primo quadrante, se invece A = [0, 77/3], I'insieme & contenuto
nel primo quadrante in un cono con vertice nell’origine, apertura di 77/3, delimitato dall’asse delle ascisse e dalla retta
y = tan(t/3)x. Se /2 ¢ A, se ci sono intersezioni di I' con l'asse delle ordinate esse non possono essere positive, se
/2 ¢ Ae3m/2 ¢ Anon cisono intersezioni diI' con 1’asse delle ordinate.
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simmetrie in coordinate cartesiane: se la funzione f presenta particolari simmetrie, esse si
riflettono su simmetrie di I'. Lo studio delle simmetrie & cruciale per lo svolgimento di questi
esercizi.

Alcuni esempi frequenti:

(@) Se f(x,y) = f(y, x) siavra che I & simmetrico rispetto alla bisettrice y = x (perché posto
x =y ey=x"siha f(x,y) = f(y,x') = f(x',y'), quindi il punto (x,y) annulla f se
e solo se (', 1), il suo simmetrico rispetto alla bisettrice, annulla f). Con ragionamenti
analoghi, la stessa conclusione vale se f(x,y) = —f(y, x);

(b) se f(x,y) = f(x,—y), si avra che I' & simmetrico rispetto all’asse delle ascisse (perché
postox = x' ey = —y'siha f(x,y) = f(¥',—y) = f(x',y’), quindi il punto (x,y)
annulla f se e solo se (x',1), il suo simmetrico rispetto all’asse delle ascisse, annulla f).
Con ragionamenti analoghi, la stessa conclusione vale se f(x,y) = —f(x, —y);

(c) se f(x,y) = f(—x,y), si avra che I' & simmetrico rispetto all’asse delle ordinate (perché
postox = —x' ey = y' siha f(x,y) = f(—x",y') = f(¥',y’), quindi il punto (x,y)
annulla f se e solo se (x/, 1), il suo simmetrico rispetto all’asse delle ordinate, annulla
f). Con ragionamenti analoghi, la stessa conclusione vale se f(x,y) = —f(—x,y);

(d) se f(x,y) = f(—x,—y), si avra che I' & simmetrico rispetto all’origine (perché posto
x=-x"ey=—y'siha f(x,y) = f(—x',—y') = f(x',y'), quindi il punto (x,y) annulla
f se e solo se (x',y'), il suo simmetrico rispetto all’asse delle ordinate, annulla f). Con
ragionamenti analoghi, la stessa conclusione vale se f(x,y) = —f(—x, —y).

Invarianze per rotazioni: se in coordinate polari I'insieme & rappresentato da g(p,0) = 0,
p > 0, eventuali strutture speciali della funzione g sono associate a notevoli proprieta di I'.
Supponiamo che esista 0 < a < 27 tale per cui g(p,0 + «) = £g(p,0). Allora l'insieme I' &
invariante per rotazioni di angolo na, n € Z.

Parametrizzazione secondo rette passanti per 1’origine®. Poniamo y = nx e supponiamo che
dalla relazione f(x,mx) = 0 si riesca ad esplicitare x = k(m) in funzione di m. Si ottiene
allora x = k(m) e y = mk(m). Lo studio di tali funzioni permette di determinare moltissime
informazioni sull’insieme. Risulta di particolare interesse nel calcolo di eventuali asintoti:
infatti se esiste m* € IR tale per cui mlg{\ﬂ k(m) = £oo allora si ottiene che larettay = m*x + ¢

puod essere un asintoto obliquo per le funzioni implicitamente definite dall’insieme®. Lo & se
g = lim mk(m)—m*"k(m) € R.
m—m*

Supponiamo di avere un punto (xo, o) € IR? e di voler calcolare la tangente a T in tale punto.
Si avra naturalmente f(xo, o) = 0. Scriviamo

df (x0,¥0) = 9xf(x0,Y0) dx + 9y f (x0, ¥o) dy.

Se almeno una delle due derivate parziali & diversa da zero, allora la tangente a I in (x, o)
¢ unica ed e data da o, f (xo, o)X + 9y (X0, o)y = q con g determinato in modo che tale retta
passi per (X, yo), quindi g = 9y f (xo, ¥o)Xo + 9y (x0, Yo)yo. In altre parole si ha che la tangente
e espressa dall’equazione

V f(xo0,y0) - (x — x0,¥ — yo) =0,

purché V f(xo,y0) # (0,0).

o per un punto (xg,yo) fissato una volta per tutte. In tal caso si sceglierda y — yo = m(x — xg) oppure x — xy =

m(y — yo). Il lettore pud adattare facilmente la discussione a questo caso.
45j ricordi che y = ¢@(x) = mk(m), x = k(m), le formule poi sono esattamente analoghe allo studio degli asintoti di
funzioni di una variabile.
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Importante: se Vf(xo,1y0) = (0,0) il punto (xp,yo) € un punto critico
per f. In un intorno di tale punto non si puo esplicitare nessuna delle
due variabili rispetto all’altra tramite il teorema di Dini. Se la tangente
esiste, non ¢ detto che sia unica. Tale punto potrebbe essere il nodo di
un cappio per I'. Tuttavia il teorema di Dini da solo condizioni suffi-
cienti (ma non necessarie) per l'esplicitabilita, pertanto un punto siffat-
to potrebbe anche essere regolare con un’unica tangente: deve essere
studiato separatamente.

Se la tangente in punto (xo,yo) € nota grazie al procedimento descritto, allora & noto
anche se in un intorno di tale punto sia possibile esplicitare una delle due variabili rispetto
all’altra attorno a tale punto: infatti se 9, f (xo, o) # 0, ovvero la tangente non e verticale del
tipo x = xo, & possibile applicare il teorema di Dini ed ottenere 1’esistenza in un intorno di
xo di un’unica funzione ¢ con ¢ € C' e ¢(x9) = yo. La derivata di ¢ in xo non & altro che il
coefficiente angolare della tangente in tale punto, ossia

(xg) = — 9xf (X0 Y0)
#(x0) = dyf (x0,Yo0)”

Se 9. f(x0,y0) # 0, ovvero la tangente non & orizzontale del tipo y = vy, & possibile applicare
il teorema di Dini ed ottenere l'esistenza in un intorno di yo di un’unica funzione ¢ con
¢ € Cle(yo) = xo. La derivata di i in yp non & altro che il coefficiente angolare della
tangente in tale punto, ossia

/ _ d f(xO/yO)
¢ (yo) - _aZf(xO,yO)‘

Se dyf(x0,y0) = 0 e dxf(x0,¥0) # 0, allora in un intorno di (xo, o) non esiste una esplicita-
zione y = ¢(x).

Se dxf(x0,40) = 0 e dyf(x0,¥0) # O, allora in un intorno di (xo,yp) non esiste una
esplicitazione x = ¢(y).

Se entrambe le derivate parziali sono nulle, non si puo dire alcunché.

Ricordando che all’ inizio di tutta la discussione & stata fatta 'ipotesi f € C!, si ha che
tutte le funzioni implicitamente definite, laddove esse esistono, sono sempre di classe C L

(8) Se un punto P di I' ha tangente orizzontale (risp. verticale) allora € un punto critico per la
funzione q(x,y) = y (risp. p(x,y) = x) vincolata a I, pertanto se esistono massimi e minimi
regolari della y (risp. della x) vincolata a I' dovranno comparire tra tali punti. Ovviamente i
punti dove f non e derivabile o V f € nullo vanno studiati a parte.

(9) Massimi e minimi vincolati a I': viene assegnata una funzione F : R> — R di classe C!(R?),
e si chiede di determinare massimi e minimi di F vincolati a I'. In questi casi lo strumen-
to principale @ il teorema dei moltiplicatori di Lagrange: si cercano le soluzioni (%,7) del
sistema dipendente da A:

dx(F(x,y) +Af(x,y))

9y (F(x,y) +Af(x,y))

flxy) = 0.
Valutando F tra tutte le soluzioni del sistema, si possono poi distinguere massimi e minimi
assoluti. Ricordiamo che se I' € compatto, esisteranno sempre almeno un punto di minimo e
uno di massimo assoluto di F vincolata a I

(10) Casi notevoli di massimi e minimi vincolati a I': se I' ammette una parametrizzazione del
tipo p(8) = h(6), allora & possibile costruire la funzione di una sola variabile

F(0) = F(p(0) cos 6, p(0) sin®),

0,
0

4
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conf € A:= {6 € [0,2r] : h(P) > 0}. Massimi e minimi di F vincolati a I sono massimi
e minimi di F sullinsieme A. Tali massimi e minimi possono essere trovati imponendo
F'(6) = 0 e studiando il segno di F”(6) o delle derivate successive.

Importante: non dimenticare che si sta studiando F ristretta all'insieme
A. Lo studio delle derivate, permette di determinare estremali nell’in-
terno di A. I punti di frontiera di A vanno studiati separatamente. Inol-
tre se (0,0) € ' ma h(0) # 0 per ogni 6 € A, anche l’origine va studiata
a parte.

Se I' ammette una parametrizzazione rispetto a rette per l'origine y = mx, ovvero e
possibile esplicitare globalmente x da f(x, mx) = 0 ottenendo x = k(m), y = mk(m), allora
allora e possibile costruire la funzione di una sola variabile

F(m) = F(k(m), mk(m)),

e studiarne i massimi e i minimi mediante le derivate successive.

Importante: se la funzione k(m) & definita su un dominio K, mediante
le derivate si troveranno i massimi e minimi interni a K. I punti di fron-
tiera di K vanno studiati separatamente. Inoltre se si sceglie la parame-
trizzazione y = mx si stanno escludendoipuntidiI' N {(0,y) : y € R},
ovvero le intersezioni di I' con l'asse delle ordinate. Tali punti vanno
determinati e studiati separatamente.

Un discorso perfettamente analogo al precedente si ha per parametrizzazioni x = my, in
tal caso vanno studiati a parte i punti di intersezione di I' con 'asse delle ascisse.

(11) Molteplicita delle funzioni implicitamente definite: dato xo € IR, puo essere richiesto il nu-

mero di funzioni ¢; = ¢;(x) implicitamente definite da I in un intorno di xj. In tal caso &
necessario studiare le soluzioni di f(xp,y) = 0 nellincognita y. Il numero di soluzioni di-
stinte y, di tale equazione fornisce il numero delle funzioni implicitamente definite da I in
un intorno di xg se in dy f (xo, y») # 0 per ogni A. Spesso questa ¢ la parte meno agevole dello
studio. Se f(xp,y) & un polinomio py,(y), si pud stimare il numero di soluzioni in modo indi-
retto: se il polinomio ha grado dispari, allora i suoi limiti per y — 0o sono infiniti di segno
opposto, quindi esiste sempre almeno un punto y in cui py,(y) = 0, e il numero massimo
di soluzioni e dato dal grado del polinomio. Ulteriori considerazioni possono essere fatte
studiando eventuali massimi e minimi relativi di py, e se tali massimi o minimi sono positivi
0 negativi, e se vengono assunti in punti y maggiori o minori di zero e poi applicando il teo-
rema di esistenza degli zeri. Pud essere necessario inoltre stimare la posizione delle radici
del polinomio rispetto a particolari funzioni di x¢ (quelle che si ottengono da 9, f (xo,y) = 0
oppure 9« f (xo, ) = 0). In questo studio, & fondamentale I’analisi delle simmetrie di I'. Pos-
sono anche essere utili varie sostituzioni per ridurre il grado di p,,. Se & disponibile per I
una parametrizzazione p(0) = h(0), 6 € A si pud cercare di studiare i massimi e minimi di
x(0) = p(0)cosBey(d) =p(0)sinb, 6 € A ovvero i massimi e i minimi assoluti e relativi di
x e y vincolati a I' (non dimenticarsi dei punti di frontiera di A). Analogamente nel caso di
parametrizzazioni con rette passanti per 1’origine y = mx, si possono studiare massimi e mi-
nimi assoluti e relativi di x = k(m) e y = mk(m) (anche qui senza dimenticarsi le avvertenze
per lo studio di massimi e minimi con tale parametrizzazione).

(12) Grafico qualitativo: i dati raccolti in tutti i punti precedenti portano al grafico qualitativo di

I.



APPENDICE B

Esercizi su flussi, circuitazioni, teorema di Stokes e affini

Tutto scorre,
non si puo tornare
due volte nello stesso fiume.

Eraclito.

In questi esercizi gli ingredienti fondamentali sono: una superficie parametrizzatada ¢ : I x | —
R3 dove I, ] sono intervalli di R e uno o pit campi vettoriali F ,G : R® x R3. Le variabili di @ saranno

indicate con u € I e v € ], e le componenti di ¢ saranno indicate con ¢ = (@1, 92, ¢3) e quelle di F
con ? = (F],Fz, F3).

Osserviamo che la superficie X pud essere definita anche implicitamente da un’equazione f(x,y,z) =
0con Vf # (0,0,0) in ogni punto di X. In tal caso, infatti, il Teorema della funzione implicita ci per-
mette di costruire parametrizzazioni di X nell'intorno di ogni punto di . Tali parametrizzazioni sono
locali cio significa che potrebbero essere necessarie pitt parametrizzazioni per descrivere interamente
la superficie'.

Ricordiamo i seguenti fatti salienti:

) N .= OF 0JF JF
(1) La divergenza di F € il campo scalare div F = o + @ + e

(2) Tl rotore di F & il campo vettoriale definito da
i j k
totF =V x F=det| o, dy 0

R S -
=1 (ang, — aZFz) —|—] (aZF1 — ang,) +k (asz — ayF1)

(38) La matrice Jacobiana della parametrizzazione, le cui colonne verranno indicate rispettivamente
con d,¢(u,v) e d,¢(u,v), & la matrice:

au(P1 avﬁ”l
Jacp(u,v) = | duga 0vp2
au(P3 av(P?)

TAd esempio, nel caso di T superficie sferica unitaria di R® data da x2 +y?> +2z2 -1 = 0, si ha f(x,y,z) = x> +
y2 +z2-1e Vf(x,y,z) = 2(x,y,z). Siha Vf(x,y,z) = (0,0,0) solo se (x,y,z) = (0,0,0), ma (0,0,0) ¢ X perché
£(0,0,0) = —1 # 0. Quindi nell'intorno di ogni punto di 2. esiste una parametrizzazione locale. Si pud mostrare come non
esistano parametrizzazioni globali e che il numero minimo di parametrizzazioni per descrivere interamente X sia 2. Tra

le tante possibili scelte, segnaliamo z = +1/1 — x2 — 42, quindi le due parametrizzazioni ¢1(u,v) = (4,0, V1 — u2 — v2),
@2(u,v) = (u,9,v/1 — u2 — v2), entrambe definite sull’insieme u? + > < 1.
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per calcolare 1'elemento d’area o di supetficie 2-dimensionale, consideriamo le tre sottomatrici
quadrate 2 x 2 di Jac ¢:

_ au(PZ av(PZ _ au@l avgol _ auﬁ”l avﬁ”l
B = ( au(P3 av(PB ), By = < au§03 av§03 ’ Bs = auQDZ av§92

e per il teorema di Binet si ha che I'elemento d’area e:

do = \/ det’B; + det?’B, + det?Bs du dv

Si puo anche calcolare 1’elemento d’area prendendo il modulo del prodotto vettoriale delle
colonne di Jac ¢:

do = [0,¢(u,v) A dy(u,v)|dudo
La normale unitaria indotta dalla parametrizzazione nel punto (xo, Yo, zo) si calcola nel modo se-
guente: innanzitutto si determina il punto (ug, vg) € I X J tale per cui ¢ (19, vo) = (X0, Yo, 20)-
A questo punto, la normale unitaria e data da:

. ~ 0u@(ug, vo) A 9y (1o, Vo)
A(xo,y0,20) = 10110, v0) A dup(1ig, vo)|

ovvero si calcola la matrice Jacobiana della parametrizzazione in (ug, vy), si esegue il pro-
dotto vettoriale delle sue colonne ottenendo un vettore . La normale richiesta e allora
a/|d].

Potrebbero esserci pitt valori (19, vg) corrispondenti al medesimo punto, in tal caso bisogna
verificarne 'appartenenza allo spazio dei parametri. Pud anche darsi che esistano piti valori
di (uo, vo) corrispondenti al medesimo punto, tutti accettabili e che danno luogo a differenti
normali. Questo accade, ad esempio, quando la superficie ha un’autointersezione e il punto
considerato vi appartiene. In questo caso, € possibile calcolare le normali corrispondenti a
tutti i “fogli” della superficie che si intersecano nel punto.

Nel caso in cui si abbia 9d,,¢ (19, vo) A dp¢ (119, v9) = 0, non & possibile ottenere direttamente
la normale mediante la formula precedente. E possibile considerare il limite

9u@(u,v) Nopp(u,v)
m :
U—rlg ‘auq)(u, Z)) VAN aU§0<U, Z))‘

V—0)

Se tale limite esiste esso restituisce un vettore di norma 1, che sara la normale cercata. Nel
caso il limite non esista, la superficie non e regolare in ¢(uo, vp), e la normale non puo essere
calcolata.

Normali assegnate e indotte. Sia X parametrizzata da ¢ e supponiamo venga assegnato
ii(x,y,z) campo vettoriale. Il campo vettoriale & normale alla superficie se e solo se per ogni
(u,v) € I x | si ha che i prodotti scalari 1 o ¢(u,v) - 9, (u,v) e i o ¢(u,v) - 0pp(u, v) sono
entrambi nulli. Per verificare se il campo delle normali assegnate &€ concorde con le normali
indotte dalla parametrizzazione & necessario calcolare:

mog(1,0) dugr(u,0) duga(u,0)
det | nmpo¢(u,v) 9up2(u,v) ppa(u,v)
ngo @(u,v) 0u@3(u,v) 9dye3(u,v)

Se tale determinante € positivo, la normale assegnata coincide con quella indotta, altrimenti
la normale assegnata & opposta a quella indotta. In realta non e necessario calcolare il de-
terminante precedente per ogni (u,v): essendo le superfici e i campi regolari, & sufficiente
calcolarlo in un punto di X, quindi per un valore di (i, 7). Spesso il problema puo assegnare
il valore della normale in un punto P(%, #,Z) di X. In tal caso si determinano (7, 7) in modo
che ¢(i1,7) = P(%, 7, X) e si calcola il precedente determinante per quel valore (i, 7).

Se la superficie ¥ ¢ implicitamente definita da un’equazione f(x,y,z) = 0,il campo V f(x, y, z)
e normale a X nei punti di . Tuttavia non e detto che se viene data anche una parametrizza-
zione di %, il campo V f sia concorde con tale parametrizzazione: per verificarlo & necessario
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utilizzare il criterio del punto precedente. Solitamente, se ¥ ¢ data sia con una parametriz-
zazione ¢ che in modo implicito mediante f = 0, per calcolare la normale & molto piii facile
considerare Vf e verificare in un punto che esso & concorde con la normale indotta dalla
parametrizzazione, piuttosto che eseguire il prodotto vettoriale d,¢ A 9, ¢.

(10) 11 flusso di F attraverso la superficie con I'orientamento indotto dalla parametrizzazione &
dato da:

. Fiop dup1 9dugn
/F-ﬁda://det Fog 0,92 02 | dudov
S ] Fsop 0,93 0,93

(11) Se -y & una curva, la circuitazione di G lungo la curva assegnata 7 : [0, T] — R> di classe C! a
tratti e

— T —
fc- ds:/ Gly(t)) - (1) dt.
0% 0

(12) Se ¥ & una superficie parametrizzata da una mappa ¥ : [a,b] x [c,d] — R, il suo bordo
orientato positivamente & contenuto nella giustapposizione delle curve 1 (t) = ¥ (¢,¢) con
t € [a,b], y2(t) = 9(b,t) cont € [c,d], v3(t) = p(b+a—t,d) cont € [a,b] e ya(t) =
Y(a,d+c—t) cont € [a,b], in altre parole nell'immagine mediante ¢ della frontiera del
rettangolo [a, b] X [c, d] percorso in senso antiorario. Pitl precisamente:
(a) sep(a,t) # (b, t) perognit €]c,d[ e P(t,c) # P(t,d) per ogni t €]a, b[ allora il bordo
coincide con tale immagine;
(b) se ¢(a,t) = (b, t) perogni t €lc,d[ e P(t,c) # P(t,d) per ognit €|a, b allora il bordo
coincide con 1'unione delle curve 1 e 73;
(c) se p(a,t) # (b, t) perognit €lc,d[ e p(t,c) = ¢p(t,d) per ognit €]a,b| allora il bordo
coincide con 1'unione delle curve 73 e 7yq;
(d) se y(a,t) = (b, t) perognit €|c,d[ e p(t,c) = ¢(t,d) per ogni t €]a,b| allora il bordo
e vuoto.
(13) 1l teorema di Stokes afferma che il flusso del rotore di F attraverso ¥ con l'orientamento
indotto dalla parametrizzazione & dato dalla circuitazione di F lungo il bordo di X orientato

positivamente:
/rot?-ﬁd(f:fﬁ-ds.
x Y

(14) 11 teorema della divergenza afferma che il flusso di [ attraverso una superficie chiusa (qui
chiusa non va intesa in senso topologico, ma in quello intuitivo di superficie che separa
R3 in due componenti connesse) orientata con normale uscente & pari all’integrale fatto sul
volume Q) racchiuso da C della divergenza di . In altre parole

Foido = [ divF(xy,2)dedyd
/Cna le(xyz)xyz

Si osservi che la normale che compare nel teorema della divergenza, € la normale uscente
da Q). Tale orientamento potrebbe non concordare con quello assegnato dal problema. Sara
necessario verificare quindi se i due orientamenti coincidono e, in caso negativo, mutare
segno al risultato.

(15) Il teorema della divergenza puo essere utile per calcolare flussi attraverso superfici parame-
trizzate S nelle situazioni seguenti: supponiamo che div F = 0 e che il bordo di S sia una
curva v che giaccia su un piano IT. Tale curva individua su I'T una superficie X. Supponiamo
che > NS = v, ovvero non vi siano altri punti oltre al bordo dove X e S si intersechino.
Allora SUX = C e superficie chiusa che racchiude un certo volume (). Per il teorema della
divergenza si ha

/ﬁ-ﬁd()’—f—/ﬁ-ﬁd(f:/ﬁ-ﬁd(f:/ divﬁ(x,y,z)dxdydz:o,
S b C 0
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perché la divergenza é nulla. Inoltre la normale a X ¢ la normale al piano I'l, quindi & costan-
te. Si ottiene quindi che il flusso di F attraverso X & pari all’opposto del flusso di F attraverso
2 che, in linea di principio, e piu facile da calcolare: infatti la normale a X coincide con la
normale a I, quindi & costante. Tuttavia si presti attenzione agli orientamenti, infatti per
applicare il teorema della divergenza e necessario che la normale sia uscente dal volume
racchiuso, mentre il testo spesso richiede che il flusso sia calcolato con la normale indotta
dalla parametrizzazione. Se i due orientamenti non coincidono, sara necessario cambiare il
segno al risultato.

OSSERVAZIONE B.1. Nello sviluppo di tutti gli integrali considerati ¢ di fondamentale impor-
tanza sfruttare eventuali simmetrie degli intervalli della parametrizzazione, oppure proprieta di
periodicita. Ricordiamo a tal proposito i seguenti fatti:

(1) Se f : R — R e periodica di periodo T, ovvero f(x) = f(x+ T) per ogni x € R, allora per
ognia € Rsiha /OTf(x) dx = /TT//sz(x) dx = uHTf(x) dx

(2) Se f : R — R e pari, ossia f(x) = f(—x), allora si ha aaf(x) dx = 2/()af(x) dx

(3) Se g: R — R & dispari, ossia g(—x) = —g(x), allora si ha /a g(x)dx =0

—a
OSSERVAZIONE B.2. Dai precedenti si ricavano i seguenti fatti:
27 T
(1) Dati p,q € N, g dispari, si ha / cosf Bsin?0d0 = / cos” fsin?0d6 = 0 perché I'inte-
0 -7
granda e 27t-periodica, dispari e nell’ultimo integrale si ha che l'intervallo di integrazione &
simmetrico rispetto all’origine.

21 21
(2) per ogni p € IN siha / sin® pf df = / cos? pf df = 7, infatti sfruttando la periodicita si
0 0
ha:
27 27T 5/2m 27
/ cos® ph df = / sin?(pf + 71/2) df = / sin® podo = / sin®(po) do,
0 0 n/2 0

27 27
da cui 27 = / (cos? pf + sin® ph) do = 2/ cos? ph df.
0 0

27
(3) perognim,n € N, m # n, si ha / cos mfsinnf do = 0.
0

(4) per calcolare potenze superiori di seno e coseno, si sfruttino le formule di Eulero? oppure la
sostituzione z = tan(f/2) che muta I'integranda in una funzione razionale fratta’

2Ad esempio:

: a\ 4
27 27 [ pif —i6 1 r2m . .
/ cos*0do = / <e te > a6 = — / (%0 4 e=2% 12)2 dp
J0 0 0

2 24
1 [2n . . . . 1 r2m
— = / (40 + &40 4+ 442+ 4020 + 4e™2) dp — / (cos(46) + 3 + 4cos(20)) d6 = %”.
0 0
3Tale sostituzione implica:
_ 2
sinf = 2z cosf = 1-z dae 24z

14227 T 1422 T 142



APPENDICE C
Richiami sulle equazioni differenziali ordinarie

ordinario = lat. ORDINARIUS da ORDO - acc. ORDINEM - ordine (v. q.
voce).
Che sta nell’ordine delle cose, e quindi Che si fa regolarmente, Che av-
viene di solito. Dal significato di Consueto, Comune, viene poi quello di
Grossolano, Di poco conto, Alquanto ignobile.
Nello stile chiesastico, dicesicosi, in forma di sost. il Prelato che ha giuri-
sdizione ordinaria nella diocesi, in opposizione a Delegato, che ha giu-
risdizione straordinariamente conferita.
[Ordinario si applica a cid che avviene secondo I'ordine anche giornaliero
della natura o delle umane istituzioni, e quindi differisce da Solito, cha
attiene all’abitudine dell'individuo, da Consueto che riguarda le consue-
tudini o 'uso di pitt persone, da Comune che dicesi cio che conviene o
appartiene a tutti. Differisce inoltre da Volgare o Triviale perché Ordina-
rio aggrada alla maggior parte della gente, il secondo alla bassa gente, il
terzo alla gente bassa ineducata.|

Vocabolario etimologico della lingua italiana,

di Ottorino Pianigiani, 1907.

In questa sezione richiamiamo senza dimostrazione alcuni risultati relativi al problema di Cau-
chy:

0 {x(t) = f(t,x(1)),

x(to) = X9.

Enunciamo i risultati in un K-spazio di Banach Y, dove K = R oppure C. II lettore puo sempre
pensarea Y = R".

DEFINIZIONE C.1. Sia I intervallo non degenere di IR, I intorno di tg. Diremoche ¢ : [ — Y &
soluzione di (1) se ¢ & di classe C! nellinterno di I e ¢(ty) = x. In tal caso diremo che I & l'intervallo
di definizione della soluzione ¢. Sia I intervallo di definizione della soluzione ¢. Diremo che I &
massimale se non esistono soluzioni ¢ di (1) con intervallo di definizione | C R tali che | D I (dove
I indica la chiusuradiI)e ¢ = ¢ su I.

Diremo che il problema (1) & autonomo se f non dipende da t, ossia f = f(x).

TEOREMA C.2 (di esistenza e unicita di Cauchy-Lipschitz).
(1) ESISTENZA E UNICITA GLOBALE NEGLI INTERVALLI COMPATTI
Sia Y un K-spazio di Banach, I intervallo compattodi R, f : I X Y — Y continua e lipschitziana
rispetto alla seconda variabile y € Y, uniformemente nella prima t € I (cio significa che esiste L > 0
tale che sia:

1f(ty1) — f(ty2)lly < Lllyr —yally

per ogni t € I e per ogni y1,y2 € Y). Dati ty € I, yo € Y esiste allora un'unica soluzione
@ € CL(L,Y) tale che sia ¢'(t) = f(t, @(t)) identicamente in I e ¢(ty) = yo.

(2) ESISTENZA E UNICITA GLOBALE NEGLI INTERVALLI NON COMPATTI
Sia Y un K-spazio di Banach, I intervallo di R, f : I x Y — Y continua; supponiamo che in
ogni compatto K C I, f sia lipschitziana rispetto alla seconda variabile y € Y, uniformemente nella
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prima t € I (cid significa che esiste Lx > 0 tale che sia:

If(t,y1) — f(ty2)lly < Lkllyr —yally

per ognit € K, K C I compatto e per ogni y1,y» € Y). Datity € I, yo € Y esiste allora un’unica
soluzione ¢ € CY(1,Y) tale che sia ¢' (t) = f(t, ¢(t)) identicamente in I e ¢(to) = yo.

(3) CRITERIO DI LIPSCHITZIANITA SUI COMPATTI
Sia Y un K-spazio di Banach, I intervallo di R, K compattodiI. Se f : I x Y — Y e differenziabi-
le rispetto alla seconda variabile, essa e lipschitziana su K x Y (nella seconda variabile uniformemente
rispetto alla prima) se e solo se:

oy f(t, y)llLeyy < Lk < +o0

per ogni (t,y) € KxY. SeY =~ K" ha dimensione finita, l'ipotesi ¢ soddisfatta se e solo se
Oy f(t,y), ..., 0y, f(t,y) sono tutte limitate in K x Y.

(4) ESISTENZA E UNICITA LOCALE
Sia Y un K-spazio di Banach, Q apertodiR X Y, f : OO — Y continua e localmente lipschitziana
nella seconda variabile, uniformemente rispetto alla prima (cio significa che per ogni (to,yo) € Q)
esistono L, &, ro > 0 tali che B(to, 6] x B(yo, 0] C Q ed inoltre

1£(ty1) = (& y2)lly < Lllyr = yally
perogni (t,y) € B(to, 8] X B(yo, r0)). Allora per ogni (to, yo) € Qesistes > 0e ¢ € C1(B(to,d],Y)
soluzione del problema di Cauchy y' = f(t,y) e y(to) = yo. Inoltre se p € C1(B(ty,6],Y) e
soluzione dello stesso problema definita in un intorno di ty, si ha ¢(t) = ¢(t) in un intorno di t.

(5) CRITERIO DI LIPSCHITZIANITA LOCALE
Sia Y un K-spazio di Banach, () aperto di R x Y, f : O — Y. Condizione sufficiente perché f
sia localmente lipschitziana nella seconda variabile uniformemente rispetto alla prima é che oy f (t, y)
esista continua in Q). Nel caso in cui Y ~ K" ha dimensione finita, se aykf(t, y)perk =1,..., nsono
continue in Q), allora si ha lipschitzianita locale.

(6) UNICITA DELLE SOLUZIONI
Supponiamo che 'equazione y' = f(t,y) soddisfi le ipotesi per I'unicita locale per (1). Se I ¢
intervallo di R e ¢, ¢ : I — Y sono soluzioni di y' = f(t,y) che coincidono in almeno un punto,
esse coincidono in tutto I.

DEFINIZIONE C.3 (Dipendenza dai valori iniziali). Data un’equazione y’ = f(t,y) tale per cui si
abbia unicita locale della soluzione del relativo problema di Cauchy con condizione iniziale y(tp) =
Yo, il suo flusso ®(t, t, yo) & definito come il valore al tempo ¢ dell’unica soluzione che soddisfi y(ty) =

Yo-

PRrROPOSIZIONE C.4 (Dipendenza dai valori iniziali). Se sono soddifatte le ipotesi del teorema di esi-
stenza e unicita locale per y = f(t,y), y(to) = yo in un intorno aperto di (to, yo), il flusso O dell’equazione
differenziale e definito su un aperto D O I x I x Q), dove I e intorno di to, Q) e intornodiygpe ® : D — Y e
(continua e) localmente lipschitziana.

DEFINIZIONE C.5. Se f non dipende da t, ovvero il sistema ¢ autonomo, e t — y(t) & soluzio-
ne, anche t — y(t + ¢) & soluzione. Pertanto in questo caso si puo definire generalmente il flus-
so ®(t,y0) = ¢:(yo) e definito come il valore al tempo t della soluzione che soddisfa y(0) = yo.

Sussistono le seguenti proprieta (dette di semigruppo): ¢o(yo) = Yo € ¢s © ¢t (yo) = Ps+t(vo)-

DEFINIZIONE C.6. Sia Y = R". Dato il sistema autonomo y = f(y), ogni soluzione descrive
parametricamente un tratto di curvain Y. Se n = 1,2, 3, 'ambiente dove vengono rappresentate le
soluzioni si chiama spazio delle fasi. Un complesso di pit1 soluzioni al variare delle condizioni iniziali
e detto ritratto o diagramma di fase del sistema.
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TEOREMA C.7 (Estensione delle soluzioni). Sia Y un K-spazio di Banach, Q) aperto di R x Q), I
intervallo di R. Sia f : Q) — Y con esistenza e unicita locale per il problema di Cauchy (1) esia ¢ : I — Y
una soluzione massimale.

(1) Sia B = sup I (rispettivamente « = inf I) e supponiamo che esista ¢ € I tale che ¢'(t) sia limitata
in [c, B| (rispettivamente in |a,c|. Allora o si ha p = +oo (rispettivamente x = —oo) oppure
lim;_,g- ¢(t) = yp (rispettivamente lim,_,+ ¢(t) = yo) esiste in Y e in tal caso (B,yp) ¢ O
(rispettivamente (B, yp) ¢ Q).

(2) Se K & un compatto di Q) allora esistono un intorno destro U di a = inf I ed un intorno sinistro V di
b=supltalicheset € UUV allora (t, p(t)) ¢ K (le soluzioni massimali escono definitivamente
dai compatti di Q).

(3) Se K é compatto di O}, esiste § = §(K) > 0 dipendente solo da K e da f, tale che ogni soluzione del
problema di Cauchy (1) con (to,yo) € Q e definita su [ty — 6,y + 6].

(4) (Fuga dai compatti: caso autonomo) Sia A aperto di Y, § : A — Y localmente lipschitziana. Sia
¢ : I — A soluzione massimale di y' = g(y) e sia C un compatto contenuto in A; sia b = sup I.
Allora si verifica una delle sequenti alternative:

(a) esiste un intorno sinistro V di b tale che ¢(t) ¢ C pert € V, quindi ¢ esce definitivamente da
C
(b) sihab = +oo
Analogo enunciato vale per a = inf |

DEFINIZIONE C.8. Un integrale primo del sistema autonomo iy’ = g(y), dove g : A — Y & una
funzione continua definita su un aperto A dello spazio di Banach Y, € una funzione a valori reali
E € C!(A, R) tale che per ogni soluzione ¢ : I — A del sistema si abbia E o ¢ costante.

TEOREMA C.9 (Teorema di maggiorazione a priori). Sia I intervallodiR, p : I % [0, +00[— [0, +00]
continua; Sia Y spazio di Banach, ¢ : I — Y derivabile e u : I — [0, +oo[ derivabile. Supponiamo che sia
lo(to)|ly < u(to). Allora:

1) se |l¢'(H)]ly < u(t, |le(®)]ly) e u(t,u(t)) < u'(t) per ogni t > to, t € I, per tali t si ha anche
lo(t)[ly < u(t);

() se |l@"(B)|ly < u(t, ||let)|ly) e u(t,u(t)) < —u'(t) perognit < to, t € 1, per tali t si ha anche
lo())lly < u(t).

In ambo i casi se t # to si ha in realta | @(t)||y < u(t). Il teorema vale anche rispettivamente se: ||¢'(t)|y <

u(t, lo()lly) e u(t,u(t)) < u'(t) nel primo caso oppure ||¢'(t)|ly < u(t, [[o(t)|ly) e u(t, u(t)) < —u'(t)
nel secondo caso.

TEOREMA C.10 (del confronto). Sia () aperto di R x R, f : 3 — R continua. Sia I intervallo di R e
siano t — y(t), t — u(t) funzioni derivabili in I; supponiamo che in ty € I si abbia y(ty) < u(to). Se per
ognit > to, t € I,sihay' (t) < f(t,y(t)) e f(t,u(t)) < u'(t) una almeno di tali disuguaglianze essendo
vera in senso stretto per ogni t > to, siha y(t) < u(t) perognit € I, t > tq e l'uguaglianza vale solo in to.

COROLLARIO C.11. Sia Iintervallodi R, f, g : I x R — R continue e localmente lipschitziane rispetto
alla seconda variabile, uniformemente rispetto alla prima. Siano x : I — R,y : I — R due funzioni tali per
cui x < f(t,x(t)), y > g(t,y(t)), per ogni t € I. Supponiamo inoltre che sia f(t,x(t)) < g(t,y(t)) per
ognit € I. Allora:

(1) se x(to) < y(to) si ha x(t) <y(t) perognit € Icont > ty;

(2) sex(to) > y(to) si ha x(t) > y(t) perognit € I con t < fy.

PROPOSIZIONE C.12. Sianoa > 0 e x : [a, +co[— R una funzione derivabile tale che esistano i limiti
im0 x(t) € Relimy 00 X(t) = v € RU{£o0}. Allora y = 0.

LEMMA C.13 (di Gronwall). Sia I intervallo di R, t, € I, sia Y spazio di Banach. Allora:
(1) se ¢ € CI(1,Y) ¢ tale che ||¢'(t)|| < ag + a1||@(t)|| per ogni t € 1 conay > 0eag > 0, allora

a 2 lf— a
le(B)] < (af+\|q)(to)u) emlt—tol _ 20

a
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(2) sia p € CO(I,R), L, M > 0 tali che per ogni t € I valga:
t

pol <L [y
0

allora per ogni t € I vale anche |p(t)| < Meklt—ol,

+ M,

TEOREMA C.14 (di esistenza di Peano). Sia Y = R", Qapertodi R x Y, f : O — Y continua. Allora
esiste un intorno 1 di tg in R ed una ¢ € C'(I,Y) che in I & soluzione del problema di Cauchy y' = f(t,x),
y(to) = yo. Tale soluzione non ¢ necessariamente unica.



APPENDICE D

Equazioni differenziali totali

Il tutto € maggiore
della somma delle sue parti.
Aristotele.

DEFINIZIONE D.1. Sia data una 1-forma differenziale w(x,y) = M(x,y)dx + N(x,y) dy dove le

funzioni M, N sono definite in un dominio (di solito semplicemente connesso) D del piano R? e ivi
continue. Chiameremo equazione differenziale totale ogni espressione del tipo w(x,y) = 0. Risolvere
un’equazione differenziale totale significa determinare una funzione F(x,y) e una funzione A(x,y)
tale per cui dF(x,y) = A(x,y)w(x,y) e A(x,y) # 0in D. Una soluzione o integrale generale dell’equa-
zione totale sara F(x,y) = ¢, con ¢ € R costante arbitraria. Se S = {(x,y) € D : M(x,y) = N(x,y) =
0}, il problema & postoin D \ S.

Breve sintesi delle tipologie pitt comuni:

(1) Equazioni differenziali totali esatte: Sono del tipo w(x,y) = 0 con
w(x,y) = M(x,y)dx + N(x,y) dy forma esatta,
ovvero esiste una funzione differenziabile (detta primitiva di w) F(x,y) tale che dF = w, cioe:

gl;(x,y) = M(x,y), gi(x,y) = N(x,y).

Se F(x,y) € una primitiva di w, l'integrale generale in forma implicita & F(x,y) = ¢, ¢ € R,
ovvero si puo scegliere A(x,y) = 1. Nel caso in cui il dominio sia semplicemente connesso,
I'essere forma esatta € equivalente alla condizione di chiusura
oM oN
@(x,y) = g(x/]/)-
Differenziando tale relazione, si ha infatti dF (x,y) = w(x,y) = 0.
(2) Equazioni differenziali totali a variabili separate: Si presentano nella forma w(x,y) = 0
con
w(x,y) = M(x)dx+ N(y) dy

Se f(x) € una primitiva di M e g(y) & primitiva di N, l'integrale generale in forma implicita

ef(x)+gly)=cceR
(3) Equazioni differenziali totali a variabili separabili: Si presentano nella forma w(x,y) = 0
con

w(x,y) = @(x)P(y) dx + ¢1(x)¢1(y) dy

Supposto P(y) # 0, ¢1(x) # 0, si divide I'equazione per ()1 (y) riconducendosi al caso
precedente (variabili separate).

(4) Equazioni differenziali totali omogenee: Sia w(x,y) = M(x)dx + N(y)dy. Se le funzioni
M e N sono funzioni omogenee in D, ovvero esiste « € R tale che per ogni k > 0:

M(kx, ky) = k*M(x,y), N(kx,ky) = k*N(x,v),

279
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definite su un cono ! C di IR?.
Posto x = ¢,y = ¢ si ottiene la forma esatta:

1 N(1,7)
g M(1,17) +nN(1, 1)

Se M, N sono omogenee di un comune grado di omogeneita @ # —1, allora qualunque sia il
dominio D si ha

a¢ + dn = 0.

Flxy) = —[v- M(xy) + - N(x ).

DEFINIZIONE D.2. Data nel dominio A I'equazione w = 0, un fattore integrante € una funzione
¢: A — R diclasse C! mai nulla tale che gw sia chiusa. L'equazione w = 0 risulta allora equivalente
a gw = 0 che su un semplicemente connesso ¢ un’equazione esatta. Si puo scegliere ¢ > 0 quindi
g=¢efconf:A—=TR. Se

w = p(x,y)dx+q(x,y)dy
allora condizione necessaria e sufficiente affinché e/ w sia chiusa é:
dyp — 9xq = —pdyf +qoxf
DEFINIZIONE D.3. Casi particolari di fattore integrante:
(1) se dyp — 0xq = h(x)q si ha il fattore integrante e ") dx in modo equivalente se
dyp(x,y) —9xq(x,y)
q(x,y)

€ una funzione della sola x, allora si ha il fattore integrante e/ M) dx qove

_9yp(x,y) —9xq(x,y)
hx) = q(x,y)

(2) se dyp — 0xq = k(y)p siha il fattore integrante e~ T4y in modo equivalente se

4

dyp(x,y) — 9xq(x,y)
—p(x,y)

& una funzione della sola y, allora si ha il fattore integrante e/ ¥¥) 4% dove

K(y) = ayp(x,_y) —9xq(%,Y).
p(xy)
(3) Supponiamo
dyp —0xq = f(x)q(x,y) — g(y)p(x,y)
con f,q, p di classe C!. Allora:

h(x,y) = exp ( / U F(t)dt + /y yg(t)dt)

0

e fattore integrante per w.
(4) L'equazione differenziale totale:

X'y (mydx + nxdy) + x°y’ (uy dx + vxdy) = 0
cont,s,p,0,m,n,u, v costanti tali che mv — ny # 0 ammette fattore integrante x”‘yﬁ per a, 8

opportuni.

IRicordiamo che C C R? & un cono di IR? se soddisfa la seguente proprieta: dati (x,y) € C allora (kx, ky) € C per ogni
k> 0.
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(5) L'equazione differenziale totale:

M(x,y) dx + N(x,y) dy = yf (xy) dx + xg(xy) dy = 0

con f # g, ammette fattore integrante

(6) L'equazione differenziale totale:

con M, N omogenee dello stesso ordine e Mx + Ny # 0, ammette fattore integrante

o
Mx — Ny’

M(x,y)dx+ N(x,y)dy =0

1
Mx + Ny’

A volte la forma del fattore integrante e suggerita dalla presenza di alcuni termini nella forma

particolare dell’equazione.

FATTORE INT.

DIFF. ESATTO

TERMINI
xdy —ydx
xdy —ydx
xdy —ydx
xdy —ydx
xdy +ydx
xdy +ydx

1
x2

<, =

g/~

x2 412

—~

xy)"

_
(x2 + yZ)n

d(In(xy)) sen =1
(Ger) =
d (;lm(x2 +y2)> sen=1

! <_2(n - 1)(932 +y2)n—1> sen # 1

OSSERVAZIONE D.4. Grazie al Teorema della Funzione Implicita, se Aw = 0 ¢ esatta e per se in
P(x0,y0) € D vale N(x9,y0) # 0, 'equazione data si puo scrivere:

dy _ M(xy)

N(x,y)

in un intorno di P. Tale affermazione é resa rigorosa dalla seguente osservazione: Aw ammette F
come primitiva, perché F & esatta. Inoltre vale d,F(xo,y0) = A(xo,y0)N(x0,y0) # 0, pertanto F
definisce implicitamente in un intorno di P(xg, yp) una funzione y = y(x) con yo = y(xp). Poiché
M,N € C!, e A # 0sihache N(x,y) # 0in un intorno di P(xo, yo), pertanto il teorema di Dini puo
essere applicato in un intorno. Si ha quindi che y = y(x) & di classe C! e vale

M(x,y)

N(x,y)
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Analogamente se vale M(xg, o) # 0, ’equazione data si puo scrivere:

dx _  N(xy)
dy M(x,y)

in un intorno di P.
Viceversa, 'equazione y' = f(x,y) pud essere sempre scritta nella forma:

f(x,y)dx —dy = 0.
In altre parole, le curve di livello di F, ovvero gli insiemi:
F.:={(x,y) € A: F(x,y) =}
rappresentano in forma implicita le soluzioni delle equazioni ordinarie
d dx
N(x,y(x)) % + M(x,y(x)) =0, M(x(y),y) &y + N(x(y),y) =0.

OSSERVAZIONE D.5. Se w = 0 ¢ esatta, sia ¢ una qualunque curva C! a tratti congiungente
P(x0,10) ad un generico punto (x,y) € D, allora la primitiva di w che valga 0 in P & data da:

F(x,y) = [yw

In particolare, se D & un rettangolo, puo essere scelta la spezzata costituita dai segmenti congiungenti
Pa (xo,y) e poia (x,y) oppure congiungente P a (x,1o) e poi a (x,y). Nel primo caso si avra:
x y
F(x,y) = / M(t,y)dt+ | N(xo,s)ds.
X0 Yo
Nel secondo caso si avra:
x y

F(x,y):/ M(t,yo) dt + ; N(x,s)ds.
X0 0

OSSERVAZIONE D.6. Se w(x,y) & forma di classe C!, wmainulla, e G e integrale primo per w = 0,
di classe C'*! su D, allora esiste A € C'(A,R) tale che sia:

9xG(x,y) = Ax,y)p(x,y)

9yG(x,y) = Alx, y)q(x,y)
Viceversa se esiste A € C/(D,R) tale che Aw sia esatta, ogni primitiva di Aw & integrale primo per
I'equazione totale w = 0.

1. Approfondimento sulle equazioni totali in IR® (facoltativo)
Per completezza, diamo ora brevi cenni al caso R3, ad ogni modo tale argomento & facoltativo.
OSSERVAZIONE D.7 (Equazioni totali in R3). Sia:
w(x,y,z) = P(x,y,z)dx+ Q(x,y,z)dy + R(x,y,z) dz

una 1-forma differenziale in IR3, I'equazione w = 0 e detta equazione differenziale totale. La condi-
zione di integrabilita per un’equazione totale in tre variabili e:

P(3.Q — 3yR) + Q(8:R — 3,P) + R(3,P — 3:Q) = 0

(1) se w(x,y,z) = dF(x,y,z) & esatta, la soluzione ¢ data da F(x,y,z) = C € R.

(2) se w(x,y,z) non & esatta, pud essere possibile trovare un fattore integrante A(x, y, z) tale che
Aw = dF sia esatta. La soluzione ¢ data da F(x,y,z) = C € Rcon A(x,y,z) # 0.

(3) se non e posssibile applicare nessuno dei precedenti, trattare una delle variabili, ad es. z co-
me una costante. Si integra 1'equazione risultante indicando con ¢(z) la costante di integra-
zione. Si prende il differenziale totale dell’integrale ottenuto e per confronto con 1’equazione
di partenza si determina ¢(z).
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COPPIE DI EQUAZIONI DIFF. TOTALI IN R*  Supponiamo di dover risolvere simultaneamente
w1(x,y,z) = 0ewy(x,y,z) = 0. Lasoluzione sara data da una coppia di relazioni F; (x,y,z) = C; € R
eh(x,y,z)=C €R.
La procedura ¢ la seguente:
(1) se w1 e wy sono entrambe integrabili (eventualmente tramite due fattori integranti A1 e Ay),
la soluzione e data dalle loro primitive.
(2) se w; e integrabile ma w, non lo &, si integra wy = 0 per ottenere la relazione F;(x,y,z) = C.
Usando questa relazione assieme a w; = 0 e wy = 0 si eliminano una variabile e i suoi
differenziali e poi si integra I'equazione che ne risulta.

Se nessuna delle due e integrabile, si procede considerando due variabili (ad es. x,y) come funzioni
della terza (ad es. z). Oppure si cerca di eliminare a turno dy e dz (oppure un’altra coppia) tra le due
equazioni:

w1 :PldX+Q1dy+R1dZ =0
wa :Pzdx+Q2dy+R2dz =0

Si ha allora:

det By Ql)dx—det(Q1 Rl)dz:O

P Q2 Ry
Ri P Py Qi _
det R, P, ) dx—det( P O > dy=20
e si esprima il risultato nella forma:
dr _dy _dz
X Y Z

dove si ha (per A # 0):

Q1 K Ry P Py O
X = Adet , Y = Adet ,  Z = Adet .
e(Qz Rz) e<R2 P2> e<P2 Qz)

Si ottengono le tre equazioni, due qualsiasi delle quali equivalenti al sistema di partenza:
Ydx = Xdy, Ydz =Zdy, Xdz = Zdx.

Se sono integrabili o se una di esse lo & si procede come visto in precedenza. Se nessuna ¢ integrabile,
allora si ha:

dx dy dz hLdx+mydy+mnidz  lLdx+mydy+nydz

X Y Z LhX+mY+mZ o LX+mY +nZ
dove Iy, my,ny, o, my, ny sono arbitrarie (moltiplicatori) e tali che i denominatori non si annullino.
Con appropriate scelte dei moltiplicatori si possono ottenere equazioni integrabili. Se IX + mY +
nY = 0, allora anche Idx + mdy + ndz = 0 e se questa relazione ¢ integrabile, il suo integrale
fornisce una delle relazioni richieste.

2. Equazioni totali caso generale (facoltativo)

DEFINIZIONE D.8 (Equazioni totali). Supponiamo di avere una forma w = w(xy, ..., x4) definita
in un aperto (2 C R tale che

(2) w(x1,...,%3) = w1(x1,...,xg)dx1 + -+ wa(x1,..., %) dxg,

dove i coefficienti w; € C°(Q) e in Q) non vi siano punti dove tutti i coefficienti si annullino simulta-
neamente. Risolvere l'equazione totale

w(x1,...,x3) =0
significa determinare due funzioni F : Q — R, A : QO — Rcon F € CY(Q), A € C°(Q), e
A(x1,...,x4) # 0 perogni (xq,...,x;) € Q, tali che la forma Aw sia esatta e F sia una sua primitiva.
In questo caso, la soluzione o integrale generale dell’equazione totale sara dato da

F(xy,...,x3) =¢,

al variare di ¢ € R, e la funzione A(-) prendera il nome di fattore integrante per w.
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Presentiamo alcuni problemi riconducibili alla risoluzione di equazioni totali.

LEMMA D.9. Supponiamo di avere I'equazione differenziale
dy _ N(xy(x))

dx —  D(x,y(x))’
Allora se F(x,y) = c e la soluzione dell’equazione totale
w(x,y) = N(x,y)dx + D(x,y) dx,

si ha che nei punti dove D(x,y) # O, tale relazione definisca implicitamente y = y(x), e tale funzione
risolve I'equazione differenziale di partenza. Nei punti invece dove N(x,y) # 0, tale relazione definisca
implicitamente x = x(y), e tale funzione x(-) risolve I'equazione differenziale

dx _ D(x(y),y)

dy — N(x(y),x)
Piirin generale, le curve di livello di F rappresentano in forma implicita le soluzioni delle equazioni differenziali

D(x,y() 4 Nxy(x) =0, N(x(),9) G + Dlxu) ) = O

DIMOSTRAZIONE. Per definizione di soluzione dell’equazione totale, si deve avere che dF = Aw,
e quindi 0,F(x,y) = A(x,y)N(x,y) e 0,F(x,y) = A(x,y)D(x,y), dove A(-) & un fattore integrante
per w. Se D(x,y) # 0 si ha quindi 9,F(x,y) = A(x,y)D(x,y) # 0 perché A # 0. Per il Teorema di
Dinj, la relazione F(x,y) = c¢ definisce implicitamente y = y(x), e si ha

dy _  OF(oy(x) _  Axy(x)N(xy(x) _  D(x(y)y)

dx — 0,F(x,y(x))  Alxy(x)D(x,y(x))  N(x(y),x)

La dimostrazione nel secondo caso e assolutamente analoga. L'ultimo asserto & ovvio. g
LEMMA D.10. Siano V : RY — R? un campo vettoriale, V € CO(R%;RY), di componenti

Vixy, ..., xq) = (Vi(x, ..., xq), ..., Valx1, ..., xq)),
e F: Q — R funzione di classe C' tali che V(xl,...,xd) #(0,...,0) e VF(xy,...,x4) # (0,...,0) per
ogni (x1,...,%3) € Q. Per ogni c € R definiamo
Ie:={(x1,...,x3) € Q: F(xy,...,x4) = c}.
Allora i sequenti fatti sono equivalenti:
(1) F(x1,...,x3) = ¢, ¢ € R e la soluzione dell’equazione totale

w(xl,...,xd) = Vl(xl,...,xd)dx1+---—|—Vd(x1,...,xd)dxd;

(2) per ogni ¢ € R tale che T. # @, la normale a T. in ogni punto (x1,...,x4) € I, & parallela al
vettore \7(921, e, Xg);

(3) in ogni punto, le curve t — y(t) soluzioni dell’equazione differenziale (t) = V (7y(t)) hanno vettore
tangente ortogonale alla superficie di livello F(x1,...,x;) = c passante per tale punto.

(4) in ogni punto, le curve t — «y(t) soluzioni dell equazione differenziale (t) = V(7y(t)) sono definite
implicitamente dalle relazioni

Vi(x1, ..., xq)dx; = Vi(xq, ..., x4) dx;j, i,jed{1,...,d},
che risultano equivalenti a
a]'F(xl, ... ,xd) dx; = aiF(xl, ... ,Xd) de, i,j € {1, ... ,d},

oppure, laddove V;(x1,...,x3) # 0perognii =1,...,d alla scrittura compatta
dX1 dxd

V1(x1,...,xd) Vd(xl,...,xd)'
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In questo caso, si dira che le soluzioni di ¢(t) = V(v(t)) sono una famiglia di traiettorie ortogonali alla
famiglia F(xq,...,x4) =¢, ¢ € R

DIMOSTRAZIONE. Una normale alla superficie dilivello F(x1, ..., x;) = cnel punto (x1,...,x;) €
Q & proprio VF(xy,...,x4), eivettori VF(xq,...,x4) e V(xl, ..., Xz) sono paralleli se e solo se si ha
VF(x1,...,x3) = A(xq, ..., xd)V(xl, ..., x3) dove A = A(xq,...,x4) & una funzione mai nulla (perché
VF(x1,...,x4) # 0), e continua (perché VF e V 1o sono). Cid & equivalente a

dF(x1,...,xq) = AMxq, ..., xg)w(x1, ..., x4),

ovveroal fattoche A(x1, ..., x5)w(xq, ..., x4) sia una forma esatta, F sia una sua primitiva, e A(x1, ..., x;)

sia fattore integrante per w. Si osservi infine che il vettore tangente alla curva v & §(t) = V(7(t))
e la normale alla superficie di livello passante per y(t) & proprio VF(y(t)). Indicate con y(t) =

(x1(t),...,x4(t)), osserviamo che si ha i Vi(y(t)),i=1,...,d, pertanto tali curve sono definite

dt
in forma implicita da
dx; = Vi(x1,...,x4)dt perognii =1,...,d,

che, se Vi(x1,...,x4) # 0, si pud scrivere anche

dxi .
=t ii=1,...,d Vi(x1, ... .
V50 per ogni oo, decon Vi(xy,...,xq) #0
Sei € {1,...,d} e tale che Vi(xi,...,x4) = 0, si ottiene dx; = 0. Se invece i,j sono tali che
Vi(x1,...,xq) #0e Vj(x1,...,x4) # 0siottiene
P
Vl-(xl,...,xd) V]-(xl,‘..,xd)'

da cui

Vi(x1,...,xq)dx; = Vi(x1,...,xq) dx;.
Tale formula pertanto & vera anche se uno tra V;(xy,...,x;) e Vi(xy,...,x;) € nullo. Moltiplicando
tale formula per A(xy,...,x4) si ha

a]'F(Xl, e ,xd) dxi = aiF(xl, .. .,xd) de,
e gli altri asserti risultano ovvi. O

LEMMA D.11. Si consideri un aperto semplicemente connesso di R®, e F : Q — R di classe C'. Suppo-
niamo che rkJac F(x,y,z) = 2 per ogni (x,y,z) € R2. Allora, indicate con Fy, F, le componenti di F, ovvero
F(x,y,z) = (Fi(x,y,2), F2(x,y,2)) per ogni (x,y,z) € R3, si hanno i fatti sequenti:

(1) per ogni c1,c2 € R, lintersezione tra le superfici definite da F(x,y,z) = c1 e B2(x,y,2) = ¢
definisce localmente una curva regolare y;

(2) per ciascuna delle <y definite al punto precedente, si ha che «y(t) deve essere ortogonale sin a V Fy(y(t))
chea VE(y(t));

(3) la famiglia delle curve -y di cui sopra é una famiglia di traiettorie ortogonali alla soluzione dell’equa-
zione totale w(x,y,z) = 0 dove

w(x,y,z) = w(x,y,z)dx + wy(x,y,z)dy + w:(x,y,z) dz,

con
ulan?) =der (JR0E AEGD),
oufaz) = der (JEGrE) OB
oty ) = dor (FEEUE WEGT),
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e pertanto, nei punti in cui i denominatori sono diversi da zero, tale famiglia é definita da

dx B dy B dz
DIMOSTRAZIONE. Osserviamo preliminarmente che se oy € una curva contenuta nella superfi-
cie Fj(x,y,z) = c;, allora necessariamente si ha che il suo vettore tangente deve essere ortogo-
nale a VF;, poiché derivando la relazione F;(y(t)) = c; (appartenenza alla superficie) si ottiene

(VE(y(t)),7(t)) = 0. Ma allora 7(t) deve essere ortogonale siaa VF;(y(t)) che a VE(y(t)), pertan-
to & parallelo al prodotto esterno V(7(t)) := VF (v(t)) A VE(7(t)). Definito quindi in ogni punto
il campo V(x, y,z) = VF(x,y,z) AN VE(x,y,z), si ha che la famiglia di curve 7 deve essere una
famiglia di traiettorie ortogonali alla soluzione dell’equazione totale w(x,y,z) = 0 dove

w(x,y,z) = wx(x,y,z)dx + wy(x,y,z) dy + w(x,y, z) dz,

e i coefficienti wy, wy, w; sono rispettivamente la prima, seconda e terza componente di V(x, Y, z),
ovvero di VF;(y(t)) A VFE(y(t)). L'ultimo asserto discende da quanto visto sulle traiettorie ortogo-
nali. O

Strettamente collegato al precedente, possiamo considerare il seguente problema (che puo esserne
considerato il duale).

LEMMA D.12. Siano assegnati due campi vettoriali continui in R
Tixy2) = (@h(x,y2), 002,05 y2),  i=12,
tali che 171-(x, y,z) # (0,0,0) per ogni (x,y,z) € R3. Si considerino le forme
wi(x,y,z) = wi(x,y,z)dx+ wi/(x, v,z)dy + wi(x,y,z)dz,

wy(x,y,z) = wi(x,y,z)dx + a)g(x, v,z)dy + w3(x,y,z)dz,
Allora

(1) Considerate due funzioni Fy, F, : R?® — R di classe C! tali per cui Fi(x,y,z) = ¢, ¢; € R, @
soluzione dell’equazione totale w; = 0 per i = 1,2, si ha che, attorno ad ogni punto, l'intersezione
tra le superfici F1(x,y,z) = c1 e Fa(x,y,z) = ¢ passanti per tale punto definisce una curva regolare
il cui vettore tangente in (x,v,z) & ortogonale simultaneamente a Vi(x,y,z) e a Vi(x,y,z).

(2) Una famiglia di curve regolari il cui vettore tangente in ogni punto (x,y, z) sia ortogonale simulta-
neamente a Vi(x,y,z) e a Vi(x,y,z), & descritta in forma implicita dall'intersezione tra le superfici
F(x,y,z) = ¢1 e F(x,y,z) = cy passanti per tale punto e tali che F;(x,y,z) = ¢;, ¢; € R sia
soluzione dell’equazione totale w; = O peri =1,2.

DIMOSTRAZIONE. La famiglia di curve con le proprieta indicate sara la famiglia di curve ortogo-
nali rispetto alla famiglia definita dal campo W = V; A V3, ovvero soddisfera il sistema
dx dy dz
X Y z
dove si e posto

Y z z X X Y
X = det w% @i , Y = det a)% w}C , Z = det w% w} )
(02 an w

(Ué 2 Wy w;
Siano p; = wi(x,y,z) fattori integranti per w;, ovvero dF; = p;w; per i = 1,2. Poniamo F =
F(x,y,z) = (Fi(x,y,2), (x,y,2)), da cui

_ (hmwy pw, V1w§>
7

2

MWk Wl ppw?

JacF(x,y,z) = <8xF2 dyF2 0:F
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quindi il sistema di cui sopra equivale a

dx B dy B dz
che ¢ il sistema soddisfatto dalla famiglia di curve regolari definite implicitamente dall’intersezione
di F(x,y,z) =1 e B(x,y,z) = c. O

La seguente semplice osservazione e spesso utile nei calcoli.
. . o dx;  dx;
OSSERVAZIONE D.13. Sea; = a;(x1,...,x4),i =1,...,d sono funzioni mai nulleesiha — = —
a; LZ]‘

d
perognii,j=1,...,d,allora per ognib; = b;j(x1,...,x4),i =1,...,d tale che Z ayby, # 0si ha anche

h=1
d d dx; d

Z bhah Z (ﬂlhbh_l> E bh dxh

dxi _ =1 JAxi =1 4/ h=

a; d a; d d ’
Y buay, Y ayby, Y ayby,
h=1 h=1 h=1

, . . N dXi dxh . d d
dove nell’ultimo passaggio si e sfruttato che o= Se invece Z apby, = 0 allora Z by dx, = 0.
i h h=1 h=1

LEMMA D.14. Si consideri un aperto semplicemente connesso Q di R3, ¢ : R> — R funzione di classe
CleF:Q — R2diclasse C con Supponiamo che rk Jac F(x,y,z) = 2 per ogni (x,vy,z) € R? e indichiamo
con Fy, F, le componenti di F, ovvero F(x,y,z) = (Fi(x,y,z), F(x,y,2)) per ogni (x,y,z) € R3. Allora se
¢ o F(x,y,z) = 0 definisce z come funzione di (x,y) e l'intersezione tra Fi(x,y,z) = ¢1 e F(x,y,z) = ¢
risolve in forma implicita

dx dy dz

X(x,y,z) Y(x,yz) Z(xyz)
si ha che la funzione z(x, y) e soluzione dell equazione alle derivate parziali

X0yz(x,y) +Yoyz(x,y) = Z.

DIMOSTRAZIONE. Per definizione di F, si ha che in ogni punto della curva 7 definita implicita-
mente dall’intersezione tra F;(x,y,z) = c1 e Fa(x,y,z) = ¢ si deve avere che 7 ortogonale sia a VF;
che a VF,, pertanto, essendo tale curva soluzione anche di

dx dy dz

X(x,y,2) - Y(x,y,z) - Z(x,y,2)
il suo vettore tangente in ogni punto & parallelo a (
sariamente il campo vettoriale (X(x,y,z),Y(x,vy,z),
VF(x,y,z). Pertanto

(X(x,y,2),Y(x,y,2),Z(x,y,2)) e quindi neces-
Z(x,y,z)) e ortogonale sia a VFi(x,y,z) che a

XoyF;, + Yo, F;, = —Z0d,F,.
Indicate con uy, uy le variabili di ¢, ovvero ¢ = ¢(u1, 1), moltiplicando la relazione precedente per
0y,¢ o F si ottiene
X-0ypoF-0F+Ydy,poF-dFi=—2Z-0,¢0F-0F,
e sommando sugli indici 7
X-V¢oF-9,F+YVpoF-3,F=—Z-VoF-d,F,

da cui
X0x(¢oF) +Yo,(poF) =—Za.(poF),



288 D. EQUAZIONI DIFFERENZIALI TOTALI

Valutando per z = z(x,y) e ricordando che per ipotesi 9,(¢ o F)(x,y,z(x,y)) # 0 in quanto ¢ o
F(x,y,z) definisce implicitamente z = z(x, y), si ottiene (tutte le funzioni sono valutate in (x, y, z(x, y)))

ax(¢0F)> ( ay<4>0F)> -
X| ——1—< Y| -—Z——5 | =727,
( o-(poF)) T\ TalgoF))
da cui, per il Teorema di Dini,

X(x,y,2(x,¥))0xz(x,y) + Y(x,y,2(x,y))0xz(x, y) = Z(x,y,2(x,y)),

come voluto. O

LEMMA D.15 (Equazione differenziale del fattore integrante). Supponiamo di avere una forma w(x,y) =
M(x,y) dx + N(x,y) dy con coefficienti C definita su un aperto semplicemente connesso di R?, e sia y un
suo fattore integrante di classe C1. Allora y = u(x,y) soddisfa I'equazione alle derivate parziali

Moyp — Ny = p(9xN — 9, M),
ed e definito in forma implicita da
dx _dy_ __ ap
—~N M u(0xN—9o,M)
DIMOSTRAZIONE. Siha che pw = pMdx + uN dy e esatta, da cui dy(uM) = 9(uN), pertanto
Moy — Noyp = u(0xN —oyM) =: Z,
quindi, per quanto visto in precedenza, si ottiene in forma implicita:
dx  dy du

—N M u(0N-o,M)’

OSSERVAZIONE D.16. La forma implicita del fattore integrante si puo riscrivere come

bi(x,y, 1) dx +ba(x,y, ) dy +bs(x,y,pu)dp dy

—Nbi(x,y, 1) + Mba(x,y, 1) + (9N — 0yM)bs(x,y, 1) p(9xN — 9yM)’

dove by, by, bz sono funzioni regolari. Supponiamo che esistano f, ¢ funzioni di una sola variabile tali
che

OxN —o,M = —Nf(x) + Mg(y),
allora scelto bs(x,y, 1) =0, ba(x,y, 1) = g(y), ba(x,y, u) = f(x) si ottiene

f(x)dx +g(y)dy = d;

da cui pu(x,y) = e/ f)dx+[g(y)dy,

DEFINIZIONE D.17 (Casi particolari di equazioni totali e fattore integrante). Supponiamo di ave-
re I’equazione totale w(x,y) = M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0, definita su un aperto Q C R2. Diremo
che tale equazione totale &

(1) esatta se w & una forma esatta. In tal caso, il fattore integrante puo essere scelto A(x,y) = 1
e, detta F una primitiva di w, l'integrale generale in forma implicita & F(x,y) = ¢, ¢ € R.
Nel caso in cui il dominio () sia semplicemente connesso e i coefficienti siano di classe C!,
l'essere forma esatta ¢ equivalente alla condizione di chiusura

oM oN
@(x,y) = g(X,y)-
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(2) a variabili separate se ,M(x,y) = dxN(x,y) = 0. Trattasi di un caso particolare di equazioni
esatte in cui il coefficiente di dx dipende solo da x e il coefficiente di dy dipende solo da y,
ovvero w(x,y) = m(x)dx +n(y)dy. Se f(-) & una primitiva di m(-) e g(-) & primitiva di
n(-), l'integrale generale in forma implicita & f(x) +g(y) =c,c € R.

(3) a cariabili separabili: se M(x,y) = $(x)(y) e N(x,y) = p(x)(y) dove ¢(-), B(-), ¢(-), $(-)
sono funzioni continue di una sola variabile. In questo caso si restringe il dominio ai punti
di Q) dove P(y)@(x) # 0. Definendo il fattore integrante

Moy) = Set)

si ha che
Ax y)w(x,y) = (x) dx + $(y) dy,
che ¢ a variabili separate e quindi esatta.
(4) omogenee di grado o # —1 se esiste & # —1 tale che per ogni k > 0 valga
M(kx, ky) = k"M(x,y), N(kx, ky) = k*N(x,y).

Derivando rispetto a k le condizioni di omogeneita e valutando per k = 1 si ottiene

I [M(kx, ky)]je=1 = %0 M(x, y) + yoy M(x, y)

ak[k“M(xl ]/)] k=1 — zxM(x, y)/

da cui aM = xd,M + yd,M e, analogamente, xN = xd,N + ydy,N. Si ha che:
(a) se dyM = 9N = 0, allora una primitiva di w ¢ data da

F(x,y) = [x - M(x,y) +y-N(x,y)l,

a+1

che ¢ una funzione omogenea di grado « + 1. Infatti, definita F come sopra, e ricordando
I'ipotesi che 0yN = 9,M = 0, si ha

1 M+aM

o, F = “+1(M+x8xM+y8xN) = a1 =M,
o, F = oHl—l(xayM+ N +yo,N) = N.
(b) Supponiamo xM(x,y) + yN(x,y) # 0 e definiamo A(x,y) = w Allora si ha
che A(-) e fattore integrante per w, infatti la forma
Aol y) = g

e chiusa in quanto, utilizzando le relazioni sulle derivate parziali di M e N si ha

( M > _ 3yM(xM +yN) — M(x3,M + N + yd,N)
y

xM+yN (xM 4+ yN)? ’
~ yN9,M — MN — yMd,N
N (xM 4 yN)? ’
M xMdyN — MN — xNo,M
x(xM+yN> - (xM + yN)?
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Pertanto

o, (M N o (M _)_
Y\ xM+yN "\xM+yN/)

_ yN3yM — MN — yMd,N — xMd;N + MN + xNoM

(xM +yN)?
N(yoyM + x9; M) — M(yd,N — x0N)
- (xM + yN)2
xMN — aMN
" (xM+yN?2

Se x # 0, si ponga y = x¢, da cui dy = {, dx + xd¢, e quindi
M(x,y)dx+ N(x,y)dy M(x, x¢y) dx + N(x, x8y) (¢y dx + xdC)
xM(x,y) +yN(x,y) xM(x, x&y) 4+ x&yN(x, x&,)
_ M(x,x¢y) dx + N(x, x5y) (Gy dx + x dgy)
B X(M(x, xgy) + &y N(x, x5y ))
_dx N(x,x¢,) dg,
X M(x, x¢y) + &yN(x, xGy)
Se x > O allora N(x, x{,) = x*N(1,¢,), M(x,x¢,) = x*M(1,¢,) , mentre se x < 0 allora
N(x,x¢y) = [x|*N(—-1, =&y), M(x,x&,) = |x|*M(—1, —,). Quindi
dx | N(LE)dE,
X M(l,(;"y) +§yN(1r§y),

Aw(x,y) =

per x > 0,

Aw =
dj + N(—l, _Cy) dgy
x - M(=1,-G) + &y N(=1,—-¢y)’
Si ottengono quindi due equazioni a variabili separate in QN {x < 0} e QN {x > 0}
nelle variabili x,¢. La soluzione nelle variabili x, y si ottiene con la sostituzione ¢, =

y/x.

per x < 0.



APPENDICE E

Richiami sulle equazioni differenziali lineari

linearita sost. Sinonimi: austerita, chiarezza, finezza, drittura, moralita,
modestia, sobrieta, geometria || Vedi anche: essenzialita, pulizia, com-
prensibilita, semplicita, purezza, squisitezza Contrari: difficolta || Vedi
anche delicatezza, scabrosita, spinosita.

Dizionario dei sinonimi e contrari.

In questa sezione richiamiamo alcuni risultati sulle equazioni differenziali lineari in un K-spazio
di Banach Y, con K = R o C. Come al solito, il lettore pud sempre pensare Y = R". In tutta la
sezione, I indichera un intervallo di R. Cominceremo col ricordare alcuni strumenti fondamentali
per la risoluzione delle equazioni differenziali ordinarie lineari.

DEFINIZIONE E.1 (esponenziale di matrice). Siano t € R, A € Mat,«,(C) l'esponenziale di ma-
. . tA)
trice & definito da ¢4 = Z Q
JEN
cipale sono Ay, ..., Ay, si ha che ¢4 & una matrice diagonale e gli elementi sulla diagonale principale
sono eMf, ... eMt. Se P & matrice invertibile tale che PAP~! = D sia diagonale, allora PetAp—1 = ¢tD,

. Se A ¢ una matrice diagonale e gli elementi sulla diagonale prin-

Calcolo dell’esponenziale di matrice:

Indichiamo con K l'insieme R o C, e con Mat, 4(KK) I'insieme delle matrici quadrate di ordine n
ad elementi in K. Dato n € IN'\ {0}, poniamo

M" = M- M ,
prodotto di matrici # fattori
e M? = Idk», matrice identita.

Dato un qualunque polinomio a coefficienti in K di grado 7, cioe
n .
g(x) =ap+ax+ - +a,x" = Zajx], €K, a, #0,j=1,...,n,
j=0
associamo ad esso 'elemento (M) € Mat,,4(K) definito da

n .
q(M) = ﬂoId]Kn + EllM +---+ ﬂnMn = Za]-M].
j=0

Data una matrice M € Maty,;(K), il suo polinomio caratteristico ¢ il polinomio p(A) = det(M —
Aldk»), di grado pari a d. Ricordiamo i due risultati seguenti:
e Teorema di Hamilton-Cayley: se p(-) ¢ il polinomio caratteristico di M, allora p(M) = 0.
e Teorema di convergenza assoluta: in uno spazio di Banach (X, || - ||x), data una successione
{zk }ken di elementi di X, se la serie numerica Y - ||zx||x converge, allora la serie Y ;> ;zx
N

converge, cioe si ha che esiste z € X tale per cui klim Z zr = z in X, ovvero
—r+00
k=0

lim
N—+co

N
zZ— sz
k=0

291
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[ee)
Tale elemento z & unico e sara indicato con z = Z Z-
k=0
. N . . . o . 2
Chiaramente X = Mat,,;(K) & uno spazio vettoriale e fissata una base, esso € isomorfo a K. Se
definiamo su X la norma operatoriale

M
M| = sup M
CeK" | x|

si ha che X & spazio di Banach. Inoltre vale | M1 Mz|| < ||Mi]| - || Mz]|, com’e facile verificare, infatti
| M1 Mox| < [[My]| - || Max|| < ||[Mi]| - ||Mz]] - |x|. In particolare || M"|| < ||M]|" per ognin € IN.

Consideriamo ora la somma parziale N-esima della serie di Taylor della funzione esponenziale

flx) =e

Poiché la serie numerica
(e}

o M n
L |, < 5 T = e < e
n=0 X  n=0 :

si ha che sy(M) converge nello spazio Mat,, ;(K) dotato della norma operatoriale, ad un’unico
n

M"
n!

M

o0
elemento ) e chiameremo matrice

1
o 1!
esponenziale di M.

, che in questo caso indicheremo anche con f(M) = e

Ricordiamo inoltre che la serie esponenziale e derivabile termine a termine (perché la convergen-
za @ totale).

Dal teorema di Hamilton-Cayley, & sempre possibile trovare un polinomio 7x(-) nullo o di grado
strettamente minore del grado di p(A) e un altro polinomio gx(-) tali che
sn(x) = qn(x)p(x) + rn(x).
Per ogni autovalore A, si ha p(A) = 0 e quindi sy(A) = ry(A) & un polinomio in A di grado
strettamente minore del grado di p(-), ovvero strettamente minore di .

Valutando in M, analogamente si ottiene p(M) = 0, e quindi sy (M) = ry(M), percid per ogni
N € N si ha che s (M) € un polinomio di grado strettamente minore del grado di p(A), ovvero n.

Si ha inoltre
fA)y=e'= lim sy(A)= lim gn(A)p(A)+rn(A) = lim rn(A),
F(M) =M = Tim su(M) = lim_qx(M)p(M)+ry(M) = Tim_ry(M).
Supponiamo ora che M abbia un autovalore A di molteplicita 1. In questo caso si ottiene

N A
sv(A) =), 5 = an(A)p(A) +rn(A) = v (R),
n=0 """
perché p(A) = 0. Passando al limite per N — +oc0, si ha e* = r(A). Se invece M ha un autovalore A
di molteplicita v > 1,siha p(A) = p'(A) = --- = p""D(A) = 0, da cui

sn(A) = an(A)p(A) +rn(A) = rn(A),
() er = e lan (P + () = (),

SOV () eer = 1 V().
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Posto ry(x) = DCéN) + 4 uc,(ﬁ)lx”%, il sistema lineare di cui sopra definisce univocamente i coef-
ficienti zx(()N), een, zxfﬁ)l. In forma matriciale infatti si scrive come AaN) = pN, dove A & una matrice
che non dipende da N, ma solo dagli autovalori A; e dalle loro molteplicita, aN) = (océN), e, ocg)l) e

bN & il vettore dei termini noti. Passando al limite per N — o0, il vettore bN converge, quindi aN)
converge alla soluzione del sistema limite. Posto quindi

r(x) =ag +ax+ - +a,_x"L,
sihache a®™) — (ag,...,a,_1)e quindi eM = limy_, 1o 7N (M) = (M) & un polinomio in M di grado
strettamente minore del grado di p(A). Poiché la convergenza ¢ totale, la serie puo essere derivata
termine a termine, quindi si ha

'j‘;(/\) = limy_ 100 SN(A) :dr(x), , ,
di(/\) = et = limy 400 Ze N ()p()] ]y + 7y (A) = Hmy-s e %(/\) = é(/\)

‘dv—lf ) dv—l dv—l ) dv—l dv—l
o (A) = ¢! = limn_; 4o W[QN(JC)POC)]M + W(M = limy s yoo W(A) = W()\)

Quindi se {Ay,..., Ay} sono gli autovalori di M con molteplicita {vy, ..., vy}, si costruisce il sistema
lineare nelle incognite ay, . .., ay:

r(A) = f(A) = €M,

r(Vlfl)()\l) = f(Vlfl)()\l) = eM

r(vmfl)(/\l) = f(vnﬁl)(/\l) — otm
La soluzione di tale sistema porge i coefficienti ay, . .., &,,—1, da cui
f(M) = eM = ‘XOIdIKd —|—1x1M+ .. _|_“n71Mn—1.

Il precedente risultato si estende facilmente a tutte le funzioni analitiche f : K — K, e permette di
definire f(M). In questo caso, la serie esponenziale va rimpiazzata dalla serie di Taylor di f.

\

DEFINIZIONE E.2 (integrazione delle funzioni razionali fratte). Indichiamo con K][x] I'insieme
dei polinomi a coefficienti in K. Dati N, D € R[x] polinomi a coefficienti reali, una funzione razionale
fratta e il quoziente f(x) = N(x)/D(x). Supponiamo che N e D non abbiano fattori comuni tra loro
(altrimenti li semplifichiamo). Nella ricerca di primitive di f possono presentarsi due casi:

(1) oil grado di D e maggiore di quello di N,
(2) altrimenti se il grado di N € maggiore o uguale a quello di D e possibile eseguire la divisione
tra polinomi determinando due polinomi Q, R € R|[x] tali che f(x) = Q(x) + R(x)/D(x).
Una primitiva di f si ha sommando una primitiva del polinomio Q e della razionale fratta
R(x)/D(x) dove il grado di R & minore di quello di D.
Il problema ¢ quindi ricondotto alla ricerca di primitive di f(x) = N(x)/D(x) con N, D polinomi in
cui il grado di D e strettamente maggiore di quello di N e privi di fattori in comune.
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Supponiamo che x1, ..., x; € R siano le radici reali di D, e supponiamo che a1 +iB1, a1 —iB1,..., &) +
iBn, oy —iBy, € C\ R siano le radici complesse non reali di D. Ricordiamo che, essendo D a coefficienti
reali, se c’¢ una radice complessa non reale, vi & anche la complessa coniugata ed entrambe hanno la
stessa molteplicita. Allora esistono costanti Ay;,, Bys,, Crs, € R tali che f si scriva come una somma
finita formata dai seguenti termini:

(1) per ogni radice reale x; di molteplicita v si ha il contributo:

Ax A Ay,
P P A T

(2) per ogni coppia di radici complesse coniugate non reali ay + i, &y — i3, della stessa mol-
teplicita y, si ha il contributo:

By1x 4 Cyq Byox 4+ Cyp T Boy,x+Coy,
(x—w)?+p7  (x—a)?+p7)> 7 ((x—w)>+pHH
Pertanto dall’'uguaglianza:

_ N(x) « An Ago Ay,
flx) = D(x) _;x—xk + (x — xx)? T (x — xp )%
B C B C By, x+C
+Z élx+2 £12 fzxt 6222+."+ g . fyze )
T (=) + B ((x—ap)*+B7) ((x — )+ By)He

moltiplicando per D(x) e raccogliendo i termini dell stesso grado & possibile determinare le costanti
AjerBrs,» Ces, € R in modo univoco. A questo punto una primitiva di f si ottiene sommando le
primitive di tutti i contributi, che risultano di calcolo immediato ricordando che Ay, Bs,, Crs, € R
sono costanti e che si ha:

dx _(”—1)(ch+a)”1+c’ sen € N, n>1;
=
log |x +a| +C, sen =1.
( 1
x D@t 1o seneNn>1
/de: .
kEloglxz—l—a\—i—c, sen — 1.

Per quanto riguarda il calcolo di
dx
ly= | /55—, neN
! / 2+
siha I} = arctanx +Cepern > 1
x 2n —3
I, = — L1,
T =)+ 2T a2t
quindi applicando questa formula ricorrente per il numero necessario di volte si perviene alla primi-
tiva desiderata.

DEFINIZIONE E.3. Un’equazione differenziale lineare del primo ordine in I x Y e della forma:

y'(8) = AB)y() +b(b),
dove A € C(I,Lk(Y)), b € C°(I,Y) e Lk (Y) indica lo spazio vettoriale degli operatori lineari con-
tinui di Y in se stesso. Se Y ha dimensione finita 7, allora L (Y') & isomorfo allo spazio delle matrici
n x n a coefficienti in K, pertanto A(f) in questo caso € una matrice n X n i cui coefficienti sono
funzioni continue da I in K. Questa equazione soddisfa le ipotesi del teorema di esistenza e uni-
cita. Se b(t) = 0 per ogni t I'equazione diviene y'(t) = A(t)y(t) detta anche omogenea associata
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ay = A(t)y + b(t). Un’equazione lineare omogenea ammette sempre la soluzione identicamente
nulla.

Un caso particolare della precedente definizione, ovvero con Y = R o C, ¢ dato da:

DEFINIZIONE E.4 (Equazioni lineari del primo ordine scalari).
Caso omogeneo: tali equazioni si presentano nella forma:

y'(t) =a(t)y
cona € C°(I,K), I intervallo di R. La loro soluzione & data da:
y(t) = coe®

al variare di cp € K, dove A(t) € / a(t) & una primitiva di a(f). Ricordiamo che tale equazione

ammette sempre la soluzione identicamente nulla. Caso non omogeneo: Tali equazioni si presentano
nella forma:

y' (1) = a(t)y +b(t)
cona,b € C°(I,K), I intervallo di R. Se A(t) € [a(t) & una primitiva di a(t) e B(t) € [e 4(b(t) &
una primitiva di e~ 4(*)b(t), allora le soluzioni sono date al variare di ¢ € K dall’equazione:

y(t) = ce® 4 AWB(1)

Nel caso sia assegnata una condizione iniziale y (o) = yo, la soluzione (unica) ¢ data da:

y(t) = yo exp (/t:a(t) dt> + exp (/t:a(t) dt) /t: exp (— /t:a(t) dt) b(t)dt,

dove exp(x) = e*.
Pit in generale ricordiamo la seguente:

PROPOSIZIONE E.5 (conseguenze della linearita). I sequenti fatti sono consequenze della linearita:

(1) Lo spazio delle soluzioni di un’equazione differenziale lineare omogenea é uno spazio vettoriale iso-
morfo a Y, I'isomorfismo e dato dalla valutazione delle soluzioni in ty: ovvero se ¢1, ¢ : I — Y
sono soluzioni di y'(t) = A(t)y(t) e A, u € K sono costanti, allora ¢ : 1 — Y definita da
@(t) = A@1(t) + uea(t) e soluzione di y'(t) = A(t)y(t).

(2) Le soluzioni dell’equazione non omogenea y' = A(t)y + b(t) si ottengono aggiungendo alle soluzioni
dell’equazione omogenea associata y' = A(t)y una soluzione particolare. In altre parole, se w : I —
Y e soluzione dell’equazione non omogenea, tutte le altre soluzioni dell equazione non omogenea sono
della forma w + ¢ con ¢ soluzione dell’ omogenea associata.

(3) Se nell’equazione non omogenea y' = A(t)y +b(t) siha b(t) = bi(t) + ..bx(t)epi : I — Y e
soluzione di y' = A(t)y + b;(t) peri =1,...,k, allora ¢ : 1 — Y definita da ¢(t) = @1(t) + ... +
@i (t) e soluzione diy' = A(t)y + b(t).

OSSERVAZIONE E.6. Ad esempio se Y = IR, un termine noto della forma b(f) = f(t) cos(at) pud
essere scritto come somma 1 ,
b{t) = S () + 3 f(1)e ™
e in modo analogo per un termine b(t) = f(t) sin(at). Se si sa risolvere I'equazione con termine noto
1 f(t)e*!, si sa risolvere anche l'equazione di partenza.

PROPOSIZIONE E.7. Se ¢, ..., ¢, sono soluzioni dell’'omogenea y' = A(t)y, allora sono equivalenti le
condizioni:
(1) le funzioni @1, ..., ¢, € C*(1,Y) sono linearmente indipendenti (come elementi dello spazio vettoriale
CYI,Y));
(2) esiste tg € I tale che i vettori @1 (ty), ..., ¢, (to) € Y sono linearmente indipendenti;
(3) perognit € Iivettori p1(t),..., ,(t) € Y sono linearmente indipendenti.
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DEFINIZIONE E.8. Consideriamo l'equazione y' = A(t)y, sia¢ : I x I x Y — Y il suo flusso,
cioe ¢(t, to, yo) & il valore all’istante ¢ della soluzione che all’istante t vale . Il flusso & ben definito
perché la soluzione che all’istante f( vale yo & unica. Fissati t,tg € I si ha che y — ¢(t to,y) &
funzione lineare di Y in Y. Quindi ¢(¢, to, yo) = R(t,to)yo con R(t,ty) € Lk (Y). Nel caso in cui Y
abbia dimensione finita 7, si ha che R(¢, ty) & una matrice n x n i cui coefficienti dipendono da t e t.
Indicata con idy l'identita in Y (ovvero la matrice identita nel caso di dimensione finita), si hanno le
seguenti relazioni per ogni to, t1,ty € I:

R(to, to) = idy R(t2, t1) o R(t1, to) = R(t2, to)

Fissato ty € I, si ha che Ry, (t) soddisfa a X’ = A(t)X con X : I — Lk(Y), nel caso di dimensione
finita X € una matrice n X 1 i cui coefficienti dipendono dal tempo.

Data @ € C'(I, Lk (Y)), siha @ = A(t)®(t) per ogni t se e solo se per ogni yo la funzione ¢y, (t) =
d(t)yo e soluzione di y = A(t)y. Inoltre o ®(t) & invertibile per ogni t € I oppure ®(f) non &
invertibile per nessun t € I. Una risolvente per y' = A(t)y ¢ ® € C}(I,Lx(Y)) soddifacente a
d(t) = A(t)®D(t) e invertibile per ogni t € I.

PROPOSIZIONE E.9 (Metodo della variazione delle costanti). Sia ® risolvente di y' = A(t) per il
problema non omogeneo y' = A(t)y + b(t) con dato u(0) = yo, allora:

um:R@mm+Z%@ﬂmﬂw

ricordando che per ogni risolvente @ si ha R(t, T) = ®(t)® (7).

Nella pratica, il metodo della variazione delle costanti si riduce a quanto segue: data I'equazione
lineare di ordine n non omogenea a coefficienti costanti

y" 4.+ a4y = Q(x)

sey(x) = c1y1(x) + ... + cuyn(x) & Vintegrale dell’'omogenea associata, cx € R, sostituiamo le costanti
¢ con funzioni ¢ = c(x) e risolviamo seguente sistema di n equazioni nelle n incognite c} (x):

)y 00+ V(0 =0,
M (1) + -+ 6 (1 (x) = Q).
Tale sistema lineare puo essere riscritto nella forma:
yll(x) y?(x) ci(x) 0
yi(x) o (%) ch(x) 0
LN CORN I A 0
ygn)(x) y,ﬁ”)(x) Cn Q(x)

La matrice dei coefficienti & chiamata il wronskiano delle soluzioni (indipendenti) y1(x), ..., Yn(x).
Ottenute le soluzioni c;(x), si ricavano le funzioni c;(x) per integrazione. Allora una soluzione
particolare dell’equazione sara

g(x) = cr(x)y1(x) + .. + ca(x)yn(x),

e I'integrale generale dell’equazione sara

y(x) +7(x) = (er(x) +e)yr(x) + .+ (en(x) + €n)yn(x), €1, Cn € R.
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OSSERVAZIONE E.10. Per equazioni del secondo ordine
y' +atly +b(ty = (1),

il metodo della variazione delle costanti si riduce alla ricerca di soluzioni del tipo

g =ci(Hyi(t) + ca(D)ya(t)
costruite a partire da due soluzioni y1(t) e y»(t) dell’equazione omogenea associata
v +a(t)y +b(t)y=0.
Si ha:
7 =i+ ey +ay + oy

Al fine di semplificare i calcoli, si impone ¢}y + cby> = 0. Questo fa siche risulti ' = c1y] + coy5 e di
conseguenza:

7' =i+ ay +ayl + oy
Sostituendo quanto appena ricavato nell’equazione di partenza si ottiene:
(ewr + caya + i + cay) +alerys + aya) +b(ew + eayz) = f
e quindi
c1(y +ayy +byr) + ey +ayy +by2) + (€ + o) = f-

I primi due addendi sono identicamente nulli, poiché y; e y, sono soluzioni dell’equazione omoge-
nea, quindi il tutto si riduce a:

>V >y
vy +oyr = f
Tutto cio porta allo studio del sistema lineare di due equazioni nelle incognite ¢} e c5:
ciy1+coy2 =0
i+ caih =

(72)
YW

e il Wronskiano di 1 e y2: questo e nullo se e solo se le due soluzioni sono dipendenti. Ne segue che
in questo caso non &€ mai nullo, ed il sistema ha sempre una soluzione, data da:

¢ = —of yif
Va1 —Viy2 Va1 —Viy2
Integrando ¢} e cj si pud ottenere a scelta o una soluzione particolare dell’equazione di partenza

(integrando definitamente) o l'integrale generale dell’equazione di partenza (integrando indefinita-
mente).

Il determinante della matrice

ch =

Chiariamo gli ultimi concetti con un esempio.

ESEMPIO E.11. Consideriamo il sistema z = Az + b(t) in R? con

A:(ii), b(t)z(ett)

Lo spazio delle soluzioni ha dimensione 2.

(a.) Soluzione dell’omogenea: per determinare la risolvente € necessario trovare soluzioni del-
I'equazione omogenea z = Az. Per risolvere tale equazione, cerchiamo una base opportuna
in cui il sistema sia disaccoppiato, un sistema di riferimento in cui I'operatore lineare, associa-
to alla matrice A nella base canonica, in questo nuovo sistema di riferimento abbia matrice
diagonale o almeno triangolare. Il sistema di riferimento cercato ¢ quello costituito dagli
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(b.)
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autovettori di A, ovvero da quei vettori u € IR? non nulli tali per cui Au = Au per qual-
che A € C, detto autovalore associato a u. Per trovare gli autovalori si risolve 1’equazione
det(Aidg2 — A) = 0. In questo caso si ottiene:

A-5 -3
O:det< 5 A_3>:(A—S)(A—3)—6:A2—8A+9:O,

ovvero A = 4+ /7 e Ay = 4 — /7. Per determinare gli autovettori dobbiamo trovare due
vettori uy, u tali per cui

()\iidRz — A)Mi = ( /\i__25 Ai__33 ) u; = 0, i= 1,2.

Per definizione di autovalore, le due righe di questa matrice sono dipendenti, pertanto e
sufficiente risolvere:

—2uf + (14+V7)u =0, ~2u3 + (1= V7)uj =0

avendo posto u; = (u}, uly ) e cercando soluzioni non nulle. Possiamo quindi scegliere u; =

(1+ \ﬁ,Z), uy = (1-— V7, 2). Indichiamo con P la matrice che ha per colonne i vettori u; e
Up:

P:<1+xﬁ 1—ﬁ) p:( 1/(2V7) <—1+ﬁ>/<4ﬁ>>
2 2 ) “1/QV7) (AEVT)/@VT) )

si ha det P = 44/7 # 0. E’ noto dalla teoria che P~' AP ¢ la matrice diagonale avente sulla
diagonale principale gli autovalori. Posto w = P!z, si haw = P~'2 = P~ APw, da cui:

W\ [ 4+V7 0 Wy

Wy 0 47 wy )’
quindi w; = A;w;, percid w;(t) = CieMt, i = 1,2. Applicando la trasformazione inversa
z = Pw, si ottiene:

2(t) = < z1(t) ) _ ( 1+2\ﬁ 1-v7 ) ( CreMt ) — CreMtuy + Coetuy,

2o (1) 2 Coe2!

Data una condizione iniziale z, si ottiene zy = Cju; + Cousp, ovvero le costanti C;, C, sono
le coordinate di z rispetto al sistema di riferimento degli autovettori. Quindi:

G\ _ po1 _ Gy
(Cg)_P 20, ZO—P<CZ>.
Poniamo:

0= (% ) i@ = ()" S ) =T,

Osseviamo anche che T(¢)T!(t) = T(t — 7). Percid per ogni zg € R? la mappa: z(t) =
PT(t)P~'zg & la soluzione di z = Az con z(0) = z.

Determinazione della risolvente: dal punto precedente si e ricavata una formula per la ri-
soluzione dell’'omogenea a partire da qualunque dato iniziale. Per definizione si ha che la
risolvente & ®(t) = PT(t)P~!, @ 1(t) = PT }(7)P ! e si ha R(t,7) = ®(H)® (1) =
PT(t)T Y(t)P~! = PT(t — )P~ .
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(c.) Metodo della variazione delle costanti: applicando la formula si ottiene come soluzione
t t
u(t) = R(t,O)zO—i—/ R(t,T)b(7) dt = PT(t)P’lzo—i—/ PT(t — )P ( e ) dt
0 0
t
= PT(t)P'zo + / PT(t)P'PT(—7)P~! ( el > dt
0

= PT(t)P 'z + PT(t)P~! /: PT(—7)P~! ( EL > drt
— PT(1)P! (zo+P/0t T(—7)P! < L > dT).

Casi particolari della precedente trattazione sono dati da:

DEFINIZIONE E.12 (Sistemi differenziali lineari a coefficienti costanti). Consideriamo i sistemi
y' = Ay + b(t) e 'omogeneo associato ¥’ = Ay con A € Lk(Y) trasformazione costante, ovvero
matrice indipendente da ¢ nel caso di dimensione finita.
Diremo che il sistema e accoppiato se A non e una matrice triangolare, altrimenti diremo che il sistema
e non accoppiato. Se il sistema e non accoppiato e possibile integrare le singole equazioni a partire
dall"ultima sostituendo le soluzioni via via trovate.
La soluzione del problema omogeneo con y(0) = yp & ¢(t) = e!yy dove 'esponenziale di matrice &

j
definito da e’ = Z (tA') .
jen
Siau € Y,u # 0, A € K. Si ha che ¢(t) = e*u & soluzione di y’ = Ay se e solo se A & autovalore di A

con u come autovettore associato. Supponiamo che A abbia n autovettori linearmente indipendenti
(cioe sia diagonalizzabile) associati agli autovalori Ay, ..., A, allora si ha:

tA

et = [eMyy....eMt

) [ty .ott]

(ricordiamo che u; & un vettore colonna, quindi queste matrici sono quadrate di ordine 7).
Dal metodo della variazione delle costanti si ricava:

t
y(t) = et 4y, —|—/ =D Ap(7) dt
to

come soluzione del sistema non omogeneo che soddisfa y(0) = ypo.
DEFINIZIONE E.13 (Equazioni lineari di ordine ). L'equazione lineare di ordine n > 1:

v+ an (DY ()Y +ao(Hy = b(b)

dove b, ag, ...,a,_1 € C°(I,KK) con I intervallo di R e la sua equazione omogenea associata:

Y+ a, (Y a8y +ao(Hy =0

con le posizioni z; = y, zp = y/, z, = y"V si riconducono al sistema lineare z’ = A(t)z + B(t)

oppure z’ = A(t)z nel caso omogeneo associato con A(t) € Mat,«,(K). La matrice A come si verifica
facilmente ha per ultima riga —ag(t), ..., —a,_1(t), gli elementi immediatamente sopra la diagonale
principale sono 1, gli altri sono 0. B(f) & un vettore colonna la cui ultima componente & b(f) mentre
le altre sono nulle.

(1) WRONSKIANO: Date r funzioni scalari ¢, ..., ¢, : I — K di classe almeno C™1su I, 1a loro
matrice wronskiana a m righe e la matrice m x r di funzioni a valori in K in cui la colonna i-
esima e formata dalle derivate successive (da 0 a m — 1) di ¢,. Quindi r soluzioni del sistema
omogeneo sono indipendenti se e solo se la loro matrice wronskiana a n righe ha rango r in
almeno un punto t(. In questo caso ha rango r in ogni t € I. Quindi lo spazio delle soluzioni
dell’equazione lineare omogenea di ordine n ha dimensione n, dette ¢y, ..., ¢, n soluzioni,
esse sono indipendenti se e solo se il loro wronskiano w(t), cioe il determinante della loro
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matrice wronskiana a n righe, € diverso da 0 in almeno un punto e dunque in tutti.
Indicheremo con wj(t) il determinante del minore della matrice wronskiana a n righe di n
soluzioni ottenuto sopprimendo 1"ultima riga e la j-esima colonna.
(2) RISOLUZIONE DELL'EQUAZIONE LINEARE NON OMOGENEA DI GRADO n: Se ¢1, ..., ¢, SONO
un sistema fondamentale di soluzioni per:
v+ a, (Y + L+ a ()Y +ao(ty =0

allora la soluzione dell’equazione non omogenea

y " 4 a, (O + L+ ar (DY +ao(t)y = b(b)

che é nulla in fy € I assieme a tutte le sue derivate fino all’'ordine n — 1 & data da:
n
po(t) = ) 7i(t)gj(t)
j=1

dove:
1t = [ (-2 by ae
con w(t) e w;(t) come sopra.

PROPOSIZIONE E.14. Data I'equazione differenziale lineare di ordine n a coefficienti costanti:
vy a1y 4 ay +agy = b(b),
I'omogenea associata ¢ y™ + a, _1y"=V) + ..+ a1y’ + agy = 0. 1I loro polinomio caratteristico & p(z) =
2" 4+ a, 12"V + ...+ a1z 4+ ag. Se A ¢ radice di p(z) di molteplicita v, allora I'omogenea associata ammette
soluzioni: eM, teM, .., t"~1eM. Per ogni coppia di soluzioni complesse coniugate A = wj +iB; , A = aj — ip;
possiamo sostituire alle soluzioni: t<e’t, teMit le soluzioni tXe®it cos(Bjt), thet sin(B;t).
Particolarmente significativo e il caso n = 2, per il quale si ha:

DEFINIZIONE E.15 (Equazioni lineari del secondo ordine a coefficienti costanti). Data un’equa-
zione differenziale lineare omogenea del secondo ordine a coefficienti costanti:

y' () +py' () + gy () = 0
e dette o, B € K le radici dell’equazione caratteristica {> + p{ + g = 0, allora le soluzioni dell’equa-
zione omogenea si scrivono in modo unico come:

y(t) = c1e™ + cref se w £ B

y(t) = c1e™ + cote sea = B
al variare di ¢y, co € K.
Nel caso particolare di equazioni del tipo i’ + w?y = 0, con w € R, grazie alle formule di Eulero le
soluzioni si scrivono anche:

y(t) = c1 cos(wt) + ¢z sin(wt) = A cos(wt + ¢)
al variare dicq,c2, A, ¢ € K.
Date le condizioni iniziali y(to) = yo e ¥'(to) = y{, to € I, e dette a, € K le radici dell’equazione
caratteristica {*> + p{ + g = 0, esiste una ed una sola soluzione in C?(I,KK) dell’equazione y"(t) +
py'(t) + qy(t) = b(t) soddisfacente a tali condizioni:
(1) sew # Bsiha:

y(t) = %_[;yoe““fo) + %ﬁ_”‘yoeﬁ(tto) L [ret) _eﬁﬁa—s)
o e to o —
(2) se x = B siha:

t

y(t) = yoe ') + (yp — awo) (£ — to)e™ 1) + | (£ —5)e" b (s) ds
to
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Se b(t) = 0 (caso omogeneo) e si ha iy = y{ = 0 allora y = 0 identicamente.

Il seguente risultato permette di determinare una soluzioni particolare per equazioni differenziali
lineare di ordine n a coefficienti costanti non omogenee in cui il termine noto abbia una certa forma.
Daremo diverse versioni di tale risultato, oltre a quella piti generale.

PROPOSIZIONE E.16 (Metodo dei coefficienti indeterminati). Sia a(t) polinomio in t a coefficienti
complessi, x € C. Si consideri I'equazione:

y " a1y 4+ ay +agy = a(t)e™.
Allora:

(1) se a non é radice del polinomio caratteristico dell’equazione omogenea, si ha per la non omogenea la
soluzione c(t)e™ dove ¢ & un polinomio dello stesso grado di a;

(2) se « e radice del polinomio caratteristico dell’equazione omogenea di molteplicita v, si ha per la non
omogenea la soluzione t'c(t)e*" dove c & un polinomio dello stesso grado di a.

Tali soluzioni sono uniche. I coefficienti del polinomio t — c(t) vengono determinati sulla base delle condizioni
iniziali e sostituendo nell’equazione data.

COROLLARIO E.17. Supponiamo di avere I'equazione

vy o,y 4y 4 agy = b(b).

(1) supponiamo che b(t) sia un polinomio a coefficienti reali. Se 0 non ¢ radice del polinomio carat-
teristico, cerchiamo come soluzione particolare x,(t) un polinomio dello stesso grado di b(t). Se
invece 0 e radice del polinomio caratteristico di molteplicita v, cerchiamo come soluzione particolare
xp(t) = t'c(t) con c(t) polinomio dello stesso grado di b(t).

(2) supponiamo che b(t) = a(t)e™ con a € R, a(t) polinomio a coefficienti reali. Se a non e radice
del polinomio caratteristico, cerchiamo come soluzione particolare x,(t) = c(t)e™ dove c(t) ¢ un
polinomio dello stesso grado di a(t). Se invece w e radice del polinomio caratteristico di molteplicita
v, cerchiamo come soluzione particolare x,(t) = t'c(t)e™ con c(t) polinomio dello stesso grado di
a(t). I caso precedente corrisponde alla scelta o = 0.

(3) supponiamo che b(t) = a(t)cos px oppure b(t) = a(t)sin Bx con a(t) polinomio a coefficienti
reali. Se if3 non é radice del polinomio caratteristico, cerchiamo come soluzione particolare x,(t) =
c(t)(A cos Bt + Bsin Bx) dove c(t) e un polinomio dello stesso grado di a(t). Se invece if e ra-
dice del polinomio caratteristico di molteplicita v, cerchiamo come soluzione particolare x,(t) =
tVc(t) (A cos Bt + Bsin Bx) con c(t) polinomio dello stesso grado di a(t). Importante: anche se il
termine b(t) contiene solo un coseno o solo un seno, la soluzione particolare va cercata contenente
sia il seno sia il coseno.

(4) supponiamo che b(t) = a(t)e™ cos Bx oppure b(t) = a(t)e** sin fx con a(t) polinomio a coeffi-
cienti reali. Se « + if3 non ¢ radice del polinomio caratteristico, cerchiamo come soluzione particolare
xp(t) = e**(c1(t) cos Bt + ca(t) sin Bx) dove c;(t) sono polinomi dello stesso grado di a(t). Se in-
vece if e radice del polinomio caratteristico di molteplicita v, cerchiamo come soluzione particolare
xp(t) = te"*(c1(t) cos Bt + co(t) sin Bx) con c;(t) polinomi dello stesso grado di a(t). Importan-
te: anche se il termine b(t) contiene solo un coseno o solo un seno, la soluzione particolare va cercata
contenente sia il seno sia il coseno.

Per determinare i coefficienti dei polinomi ¢;(t), e quindi la soluzione particolare x,(t), si pongono tali coef-
ficienti pari a costanti e si sostituisce 'espressione generica di x,(t) nell’equazione. Uguagliando i termini
simili, si trovano alcune relazioni tra i coefficienti. I coefficienti che rimangono indeterminati possono essere
posti uguali a zero.

OSSERVAZIONE E.18. Osserviamo che se hi(t) = hi(t) + .... + I (t) e x;(t) & soluzione di

vy +a,_y" Y 4y 4 agy = hi(t)

per ogni j = 1..k, allora x(t) = x1(t) + ... + x¢(¢) & soluzione di aX + bx + cx(t) = hi(t) + ...+
hi(t) = h(t). In altre parole, se il termine noto h(t) & una somma finita di funzioni, per trovare una
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soluzione dell’equazione di partenza & sufficiente trovare una soluzione di ciascuna equazione che si
ottiene prendendo come termine noto ciascuno degli addendi, e poi sommare tutte queste soluzioni.
11 metodo dei coefficienti indeterminati si puod quindi applicare a termini noti b(t) che possano essere
decomposti in somme finite delle funzioni viste in precedenza.

ESeEMPIO E.19. Consideriamo l'equazione y” + 2y’ 4+ y = sin(2t), y(0) = 1, y’(0) = 2. L'omoge-
nea associata & y” + 2y’ + 1 = 0 di polinomio caratteristico A +2A + 1 = 0 che ha come unica radice
A = —1 di molteplicita v = 2. Possiamo scrivere sin 2t = (e’ — ¢~"2) /(2i) e studiare separatamente
y' +2y +1=¢2/(2i)ey” +2y +1 = e?/(2i). Nel primo caso, si ha che il termine noto & della
forma c(t)e™ con a = 2i e ¢(t) = 1/2i polinomio di grado zero, ovvero costante. Poiché a = 2i non &
radice del polinomio caratteristico, si ha per I'equazione non omogenea y” + 2y’ + 1 = ¢'?/(2i) una
soluzione particolare del tipo c3e*! con ¢z € C costante. In modo analogo, si ha per 'equazione non
omogenea y” + 2y’ +1 = e~?!/(2i) una soluzione particolare del tipo cse~2"* con ¢4 € C costante.
L'equazione omogenea iy’ + 2y’ +y = 0 ammette le soluzioni c1e~f 4 cote ™! con ¢y, ¢; costanti. Quindi
I'equazione iy’ + 2y’ + y = sin(2t) ammette le soluzioni nella forma:

y(t) = cre™! + cate ™ 4 c3e?t + cpe Bt = cret + cate ™t + dy cos(2t) + da sin(2t)
= (c1 + tep)e !t +dy cos(2t) + da sin(2t),

dove i coefficienti c¢1, ¢, di e d> non sono tutti liberi, ma vanno determinati sostituendo questa
formula nell’equazione e utilizzando le condizioni iniziali. Si ha:

y(0)=c1+d; =1
y(t) = (—c1 + ca — tep)e! + 2dp cos(2t) — 2dq sin(2t)
y(0)=—c1+c2+2dy =2
j(t) = (c1 — 2co + tep)e! — 4dy cos(2t) — 4d, sin(2t)
y(t) +2y+y = sin(2t) = (—3d; +4d,) cos(2t) — (4d;1 + 3d,) sin(2t).

Si ha quindi dall’ultima equazione 4d; + 3d, = —1, 4d, — 3dy = 0 e dalle condizioni iniziali ¢; + d; =
le —c1+c2+2dy =2dacui: dy = —4/25,dy = —3/25,¢1 = 29/25, c; = 85/25, quindi la soluzione

| y(t) = 21—5 ((29 + 85t)e™" — 4 cos(2t) — 3sin(2t)) .



APPENDICE F

Altre equazioni ordinarie e metodi di riduzione

metodo = lat. METHODUS dal gr. METHODOS propr. !'andar dietro per
ricercare, per investigare, e quindi la via o il modo della investigazione (onde
METHODEYO vado dietro): comp. della partic. META dopo, e HODOS cam-
mino, via (v. Esodo).
Modo ordinato e conforme a certi principi, d'investigare, di esporre il
vero, di governarsi nell’operare; pit1 strettamente Modo di operare per
ottenere uno scopo.

Vocabolario etimologico della lingua italiana,

di Ottorino Pianigiani, 1907.

DEFINIZIONE E1. Un integrale singolare o di frontiera dell’equazione y' = f(x,y) definita su un
dominio A ¢ un integrale la cui corrispondente curva integrale risulti interamente tracciata sulla
frontiera di A.

DEFINIZIONE F.2. L'equazione differenziale F(x,y,y’) = 0 & in forma normale se pud essere scritta
nella forma y' = f(x,y), altrimenti si dira in forma non normale.

DEFINIZIONE F.3 (Vari tipi di equazioni differenziali). Alcuni tipi di equazioni differenziali e
tecniche risolutive:

1)

)

)

(4)

Equazioni a variabili separabili: Sono le equazioni del primo ordine del tipo y = p(t)q(y)
dove p: I -+ R, q: ] — R sono almeno continue e I, ] sono intervalli di R. Se g(yo) = 0
la costante y(t) = yo & soluzione, negli altri casi si puod dividere per 4(y) (almeno fin-
che g(y(t)) # 0). Con il cambiamento di variabili # = y(t) si ottiene integrando con la

condizione iniziale y(ty) = yo:
v dy /t
— Y = T)dT.
/yo q(n) to p(7)

Il problema cosie riportato alle quadrature, cioé alla ricerca di primitive e inversioni di fun-
zioni. La soluzione, in generale, sara in forma implicita. In alternativa, si scriva I'equazione
come equazione totale e si ottiene una equazione totale a variabile separabili.

Equazioni del tipo y' = f(ax + by): con f continua e a,b € R\ {0}. Posto z = ax + by
si ottiene I’equazione a variabili separabili z’ = a4+ bf(z). Ad ogni integrale z(x) di questa
equazione corrisponde l'integrale dell’equazione di partenza y(x) = Z(X)T_“x
Equazioni a coefficienti omogenei: Si presentano nella forma

y/=f(y)

x
In generale, il secondo membro e funzione continua omogenea di grado 0. Si pone z =

¢ giungendo all’equazione a variabili separabili 2’ = % Ad ogni integrale di questa
equazione corrisponde l'integrale y(x) = xz(x) dell’equazione di partenza. Un altra forma
con cui pud essere data un’equazione a coefficienti omogenei ¢ M(x,y) dx + N(x,y)dy = 0
con M, N funzioni omogenee dello stesso grado. Si pone anche qui y = xz per studiare il

caso x # 0, oppure x = yz per studiare il caso y # 0.
ax+by+c
abl —a'b # 0 e ¢, ¢’ non entrambe nulle. In queste ipotesi le due rette ax + by +c = O e

Equazioni del tipo iy’ = f ( ): con f continua, 4,b,¢,a’,V’, ¢’ costanti reali tali che
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a'x +b'y+ ¢ = 0hanno in comune un punto («, 8) # (0,0). Una volta determinato tale
punto, poniamo x = u + &, y = v +  ottenendo 'equazione a coefficienti omogenei

do_ (ot
du a+b:
Ad ogni integrale v = v(u) di essa corrisponde l'integrale y = B + v(x — «) dell’equazione

di partenza.
(5) Equazioni lineari: Si presentano in forma

y' +p(x)y = q(x)

con p, q funzioni continue. L'integrale generale e
y = e_f p(x)dx |:/ q(x)efp(x)dx dx + c

Si rimanda alla corrispondente sezione per un’analisi pit1 dettagliata.
(6) Equazioni di Bernoulli: Si presentano in forma

Y +p)y =q(x)y"
con p,q continue, n € R, n # 0, 1. Si pone y! =" = z ottenendo I'equazione lineare z’ + (1 —
n)p(x)z = (1 —n)gq(x). Ad ogni integrale di questa corrisponde 'integrale y(x) = [z(x)]ﬁ
dell’ equazione di partenza. Se n > 0 vi & anche l'integrale y = 0.

(7) Abbassamento di grado per equazioni non autonome dove non compare la y: L'equazione
del secondo ordine y"'(t) = f(t,y'(t)) con f almeno continua, si riconduce ad un’equazione
ordinaria del primo ordine ponendo z(t) = y/'(t), dacuiz'(t) = f(t,z(t)) ey(t) = [z(t)+C.

(8) Equazioni riconducibili a lineari: Supponiamo che I'equazione si presenti nella forma:

F Wy + f(y)P(x) = Q(x).
In questo caso il cambiamento di variabile v = f(y) riduce l'equazione alla forma v" +
P(x)v = Q(x).

(9) Integrali singolari per F(x,y,y’') = 0. Data 1’equazione in forma non normale F(x,y,y') =0,

con F continua in A e sulla frontiera di A. Un integrale singolare di primo tipo € un integrale
y = y(x) tale che la curva di equazioni parametriche y = y(x), ¥’ = y'(x) risulti interamente
tracciata sulla frontiera di A.
Consideriamo ora le equazioni F(x,y,y') = 0 e F(x,y,y') = 0. Supponiamo di eliminare
la ¥ tra le due equazioni ottenendo ¢(x,y) = 0 e sia y = y(x) una funzione implicita-
mente definita da quest’ultima relazione. Se tale y = y(x) soddisfa contemporaneamente
F(x,y,y') = 0e Fy(x,y,y') = 0 allora si dira un integrale singolare del secondo tipo.

(10) Abbassamento di grado per equazioni autonome: La generica equazione scalare autonoma
del secondo ordine y”(t) = f(y(t),y'(t)) con f almeno continua, si riconduce ad un’equa-
zione ordinaria del primo ordine ponendo p(y) = v/'(t(y)), dove y — t(y) & la funzione
inversa di t — y(t) da cui

p<y>§§ — f(y, p(v))

dove ora y e pensata variabile indipendente.
(11) Abbassamento di grado per equazioni non normali in forma omogenea: L'equazione del
secondo ordine F(t, y(t),y'(t),y"(t)) = 0 con

F(t, ax,ay,az) = akF(t, X,Y,z)

per ogni a > 0, si riconduce ad un’equazione del primo ordine ponendo y'(t) = y(t)z(t).
(12) Caso particolare di equazione lineare a coefficienti variabili: L'equazione lineare a coeffi-
cienti non costanti:

t”y(”) + Cn_ltnfly(”*l) + .ty +coy =0
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con t > 0 e riconducibile ad un’equazione a coefficienti costanti ponendo t = ¢°: detto

y(es) = M(S), si ottiene t% = db;—(:) e cosivia.

(13) Equazione di Riccati: si presenta nella forma

Y (x) = q0(x) + q1(x)y + q2(x)y* ().
Se g2(x) # 0, v(x) = y(x)g2(x) soddisfa
v'(x) = v*(x) + P(x)o(x) + Q(x),

dove Q(x) = g2(x)go(x) e P(x) = gq1(x) + <q’2(x) > Infatti:

q2(x)
v'(x) = (y(x)qa2(x))’

/
x
=¥/ (3) + ¥ (I3(0) = (o) + () + () + o) )
5(x
=002+ () + ZE ) o) + ().
q2(x)
Posto v(x) = —u'(x)/u(x), si ha che u(x) soddisfa I'equazione lineare del secondo ordine:
u”(x) = P(x)u'(x) + Q(x)u(x) =0,
poiché v/ = —(u'/u) = —(u"/u) + (W' /u)®> = —(u"/u) + 92, quindi u"/u = v* -0 =
—Q — Pv = —Q+ Pu'/u da cui la formula u” — Pu’ + Qu = 0. Una soluzione u di questa
equazione fornisce una soluzione y(x) = —u'(x)/(g2(x)u(x)) dell’equazione di partenza.
Data una soluzione particolare dell’equazione di Riccati y;(x), la soluzione generale &
y(x) = y1(x) +1/z(x), dove z(x) e soluzione dell’equazione lineare z’'(x) = —(Q(x) +

2y1(¥)R(x))z(x) — R(x).

DEFINIZIONE F.4 (Miscellanea sulle equazioni autonome scalari). Un’equazione differenziale si
dice autonoma se & del tipo y = g(y). Se t — y(t) & soluzione di tale equazione, anche t — y(f+c) &
soluzione, in questo senso si dice che I'insieme delle soluzioni di un’equazione autonoma ¢ invariante
per traslazioni. Un’equazione non autonoma puo essere resa autonoma aggiungendo una variabile
e imponendo f = 1. Discutiamo ora alcuni fatti salienti sull’equazione autonoma y’ = g(y) con
g : ] = R continua, | intervallo di R.

(1) le soluzioni costanti sono esattamente gli zeri di g.

(2) se g(yo) # 0, il problema di Cauchy y = g(y), ¥(to) = yo ha un’unica soluzione definita in
un intorno di tp. Cio vale anche se le ipotesi del Teorema di Esistenza e Unicita non sono
soddisfatte.

(3) Sia g(yo) # 0. In un intorno opportuno |t1, t2[x |11, 72] di (to,yo) con g(n) # 0 per ogni

7 €], 12| si ha:
t t
/'72”1’7:/2[#, /yod’7:/0dt
v 8(1) i m gn) Ju

Il valore di t; indica il tempo al quale la soluzione raggiunge il valore 7;. Possono verificarsi
ad esempio i seguenti casi:
(a) seg(n) > 0peryo <1y <n2eg(n2) =0,se e finito 'integrale:

Uk
v 8(1)

allora si ha che la soluzione raggiunge il punto 77, in un tempo t, < +oco dato da t, =
T + to.

(b) supponiamo g(17) > 0 per yp < 17 < 12 e cerchiamo un asintoto orizzontale per t — oo.
In questo caso se il suo valore ¢ 77, si deve avere

2 d17
[ e
Yo g(ﬂ)
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e quindi necessariamente 77, deve essere uno zero di g.
(c) supponiamo g(17) > 0 per yo < 1 < 172 e cerchiamo un asintoto verticale. In tal caso
deve esistere T tale che in f, = ty + T la soluzione arrivi a +co, quindi dovra essere

finito l'integrale
| =T < 4o
w 8()
OSSERVAZIONE E5. Supponiamo di avere il sistema autonomo

W fx0),y(0),

dx

W sxl0),y(0).
Sia t tale per cui g(x(f),y(f)) # 0. Allora in un intorno di £, la relazione x = x(t) & invertibile, e si
ottiene t = t(x) con ¥ = x(f), f = t(%). Siha x(¢t(x)) = x e y(t(x)) = ¥(x) Si ha quindi, applicando il
teorema della funzione implicita in un intorno di ¥,

dg _dy At 1 )
dx =t dx SOOIV a5t )

Pertanto nei punti dove g # 0, il sistema equivale all’equazione non autonoma

dj _ f(x,5(x))
dx  g(x,(x))
Per memorizzare tale procedimento, si puod osservare che, formalmente:
dy
dar _ 4y _ f(xy)
dx dx  g(x,y)’
dt
e la giustificazione rigorosa e data sopra.
Viceversa, data 1’equazione

7 _ fx,9(x)

dx  g(x,§(x))
introduciamo un parametro t in modo tale che

dt 1

dx — g(x,5(x))

se g(x,7(x)) # 0 tale relazione & invertibile porgendo il sistema

W~ Fx(),y()

sl y(0).

Nella pratica, dato un sistema autonomo o un’equazione non autonoma, 1’altra formulazione puo
talvolta essere pitl semplice per ottenere 'andamento delle soluzioni (riparametrizzate in modo
opportuno).

DEFINIZIONE E6 (Regioni invarianti). Sia ¢(-) il flusso associato al sistema ¥ = f(x). Diremo
che P C R" & una regione invariante del sistema se U $:(z) C P per ogni z € P. Diremo che & posi-
teR
tivamente invariante o invariante in avanti se | J ¢¢(z) C P per ogni z € P. Diremo che & negativamente
£>0
invariante o invariante all'indietro se U ¢1(z) CPperogniz € P.
t<0
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TEOREMA E7 (sull'insieme invariante). Sia (3 C R" aperto, E:Q — R" di classe C! e sia D C R"
aperto di classe C'. Consideriamo il sistema % = F(x). Supponiamo che E(x) - A(x) < 0 per ogni x € oD,
dove 7t rappresenta la normale esterna® a D. Allora D @ regione invariante in avanti, ovvero se una traiettoria
entra in D all’istante to, vi rimane per tutti i tempi t > to, in particolare se parte da un punto interno rimane
per tutti i tempi successivi all'interno di D.

DIMOSTRAZIONE. Diamo un’idea della dimostrazione. Consideriamo una soluzione x(t) e valu-
tiamo la variazione della distanza?® della soluzione dalla frontiera di Q. Si ha:
;tdist(x(t),an) = Vd(x(t),9Q) - x(t) = Vd(x(t),9Q) - F(x(t)).
Se Q) & di classe C? e x(t) & sufficientemente vicino a ¥ € 9(), si ha
%dist(x(t),aﬂ) ~ —A(%) - E(®) > 0.

pertanto la traiettoria tende ad allontanarsi da 0(). Siricordi che, se 'insieme & C2,lanormale & legata
al gradiente della distanza. O

COROLLARIO E8. Nel caso di equazioni non autonome scalari del tipo x'(t) = f(t,x(t)), si pone:

i= ()= ion ) = F0

una regione invariante in avanti per y = F(y) ¢ una regione invariante in avanti per x'(t) = f(t, x(t)).

Viceversa, posto '
1= ()= (om ) =0

una regione invariante in avanti per y = G(y) & una regione invariante all'indietro per x'(t) = f(t, x(t)).

OsSERVAZIONE F.9. Negli esercizi che richiedono lo studio di equazioni del tipo x'(t) = f(¢t, x(t)),
con f di classe C!, spesso puo essere utile considerare l'insieme

I'={(t,x) €R>: f(t,x) =0}.

Sui punti di I si ha f(, %) = 0 perché tale punto appartiene a ), pertanto i vettori F(f, ) e G(E, %)
del precedente corollario si riducono a (1,0) e (—1,0). Supponendo che T sia sufficientemente rego-
lare, % si ha in molti casi che R? \ T & costituito da un numero finito di regioni connesse con bordo
sufficientemente regolare per poterne considerare la normale esterna 1. In un punto di bordo (¢, ¥).
Essendo le espressioni di F e G molto semplici, risulta quindi particolarmente facile decidere se tali
regioni siano invarianti in indietro o in avanti.

Lhon entriamo nei dettagli di una definizione rigorosa di normale esterna, il lettore interessato puo consultare [5]

2A priori la distanza non & differenziabile in ogni punto, nemmeno se 'insieme ha bordo molto regolare. Tuttavia
e possibile dimostrare che l'insieme dei punti di differenziabilita della funzione distanza da un generico chiuso di R" &
denso in R" e che in verita tale funzione & differenziabile quasi ovungue in un senso che verra reso rigoroso nei successivi
corsi di Analisi.

3per esempio C! a meno di un numero finito di punti.






APPENDICE G

Sistemi 2 x 2 di equazioni ordinarie lineari del primo ordine

sistéma = lat. SYSTEMA dal gr. SYSTEMA composto della particella SYN
con, insieme e -STEMA attinente all’inusitato STENAI pres. ISTEMI stare,
collocare (v. Stare). Aggregato di parti, di cui ciascuna puo esistere iso-
latamente, ma che dipendono le une dalle altre secondo leggi e regole
fisse, e tendono a un medesimo fine; Aggregato di proposizioni su cui si
fonda una dottrina; e anche Dottrina le cui varie parti sono fra loro col-
legate e seguonsi in mutua dipendenza; Complesso di parti similmente
organizzate e sparse per tutto il corpo, quali il sistema linfatico, nervoso,
vascolare ecc.

Vocabolario etimologico della lingua italiana,
di Ottorino Pianigiani, 1907.
DEFINIZIONE G.1. Sia F € R[x] un polinomio di grado n, ovvero
F(x) = apx" + ...+ ay, ag, ...,ay € R, ag # 0.

Se y = y(t) & una funzione di classe C", in questa sezione porremo

(E(D)y)(£) = ao flty () + o+ 1 %(t) + any(b).

Talvolta la dipendenza da t verra omessa e scriveremo semplicemente F(D)y.

DEFINIZIONE G.2. Un sistema di equazioni ordinarie a coefficienti costanti € del tipo:

Fi(D)x+ Gi(D)y = f(t),
FE(D)x+ Gy(D)y = g(t).

con Fi, G, B, Gy polinomi a coefficienti reali e f, g funzioni continue. Il grado rispetto a D della

matrice dei coefficienti:
o ( F(D) Gi(D) )
E(D) G(D)

indica il numero delle costanti arbitrarie che appaiono nella soluzione generale del sistema. Il pro-
cedimento fondamentale per la risoluzione di un sistema di questo genere consiste nell’ottenere un
sistema equivalente nel quale compare un’equazione in una sola variabile. Risolta tale equazione, si
procede in modo analogo per le altre variabili dipendenti. Si segue un metodo simile a quello per la
risoluzione dei sistemi lineari (in x e y).

Ci limiteremo al caso 2 x 2 e al primo ordine, in questo caso trattasi di problemi dove si richiede
la soluzione di un sistema del tipo

{J‘C—ax—by:f(t)
y—ex—dy=g(t)

dove f, g : R — R sono funzioni di classe Ct (R),ea,b,c,d € R sono quattro costanti reali. Si chiede
poi il tipo e la stabilita delle soluzioni stazionarie dell’'omogeneo associato.
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OSSERVAZIONE G.3. Osserviamo che sotto queste ipotesi il sistema obbedisce al teorema di esi-
stenza e unicita locale, pertanto le soluzioni massimali sono uniche e dipendono solo dalle condizio-
ni iniziali xp e yp. Da ci0 si ricava questa informazione: la soluzione del sistema dovra dipendere da due
costanti arbitrarie reali. Si vedra che tali costanti saranno legate a x¢ e yo.

OSSERVAZIONE G.4. Se b = 0 nell’equazione per X non compare piti I'incognita y, pertanto si trat-
ta di risolvere 'equazione ordinaria ¥ = ax + f(t). Detta ¢(c1, t) la sua soluzione generale (che dipen-
dera da una costante c1), si puo sostituire nella seconda equazione y = dy + c¢(c1, t) + g(t) ottenen-
do un’altra equazione ordinaria dove compare la sola incognita y. La soluzione di quest’equazione
dipendera da due costanti ¢, che compare nel termine noto, e c.

Un ragionamento del tutto analogo puo essere fatto se ¢ = 0 invertendo i ruoli di x e y.

Indichiamo con A la matrice del sistema omogeneo, con B(t) i termini noti e sia H(t) la matrice
che ha per colonne i coefficienti della y e B(t), ovvero:

(1) w-(f) w-(04)

Inoltre indicheremo con T = tr(A) = a+d la tracciadi A, con D = det(A) = ad — bc il determinante
di A, e con h(t) = det(H(t)) = bg(t) — df(t). Per le osservazioni precedenti, da questo momento in
poi consideriamo il caso con b # 0 e c # 0.

Procedura risolutiva

(1) Derivazione dell’equazione nella sola incognita x:
by = x —ax — f(t)
y=cx+dy+g(t)
Derivando la prima equazione, si ottiene by = ¥ — ax — f'(t).
Sostituiamo 1’espressione di y ottenuta dalla seconda equazione:
b(cx +dy + g(t)) = ¥ —ax — f'(¢).
Riscrivendo tale espressione si ha ¥ — ax — bex — bdy — f'(t) — bg(t) = 0.
Sostituiamo 1’espressione di by ottenuta dalla prima equazione:
¥ —ax —bex —d(x —ax — f(t)) — f'(t) — bg(t) = 0.
Otteniamo quindi I'equazione nella sola variabile x:
¥ —ax —bex —dx +adx +df(t) — f'(t) — bg(t) = 0.

Tale equazione si riscrive come:

Riscrivendo il sistema dato, si ha: {

(2) Studio degli autovalori del sistema: L'equazione caratteristica dell’'omogenea associata &
quindi:
A2 —TA+D =0,
e le sue soluzioni sono gli autovalori della matrice A, ovvero le soluzioni di det(A — AId) = 0.
Possono presentarsi i seguenti casi:

(a) se T2 — 4D > 0, I'equazione caratteristica ammette due radici reali distinte A; = (T —
VT? —4D)/2e Ay = (T + VT? — D) /2, pertanto la soluzione generale dell’'omogenea
associata & ®(cy, ¢, t) = c1eM! + cpe™t al variare di ¢y, c; € R;

(b) se T> —4D < 0, 'equazione caratteristica ammette due radici complesse coniugate
AM = T+ifeA, = T—if dove p = 4/|T>—4D]|, pertanto la soluzione genera-
le dell’omogenea associata & ®(c1,co,t) = cie't cos(Bt) + coe’tsin(Bt) al variare di
c1,02 €R;
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(c) se T> —4D = 0, I'equazione caratteristica ammette una radice reale doppia A = T
pertanto la soluzione generale dell’'omogenea associata & ®(cy, ca,t) = ciel + cptel al
variare di ¢, ¢ € R.

(3) Soluzione generale del sistema: Per trovare la soluzione f — x(t), &€ necessario sommare
a ®(cy, c2, t) una soluzione particolare x,(t) dell’equazione ¥ — Tx + D x = ¢(t). Tale solu-
zione puo essere determinata con il metodo dei coefficienti indeterminati o con il metodo di
variazione delle costanti. Si ottiene quindi, ricordando la prima equazione,

x(t) = ®@(c1,c0,t) + xp(t)

Y = g(—ax—f() =4 <<;t<b(c1,cz,t) 4 x;,(t)> —a(®(cr, o t) + 1 (1)) —f(t)) .

(4) Discussione della stabilita delle soluzioni stazionare dell’omogeneo associato: Le solu-
zioni stazionarie sono determinate dall’equazione

((3)-o

Vi sono due casi possibili: se det A # 0, 'unica soluzione stazionaria € x = y = 0, mentre se
det A = 0, le soluzioni stazionarie sono tutte le coppie (x,y) soddisfacenti I'equazione ax +
by = 0, infatti se det A = 0 le due righe sono linearmente dipendenti, pertanto possiamo
scegliere la prima. La stabilita delle soluzioni stazionarie dipende dal segno della parte reale
degli autovalori Ay e A,. In particolare, si ha che:

(@) Se A1 # Ay sono reali strettamente negativi, allora le soluzioni stazionarie sono nodi
propri stabili.

(b) Se A1 # A, sono reali strettamente positivi, allora le soluzioni stazionarie sono nodi
propri instabili.

(c) Se A1 # Aj sono reali non nulli di segno discorde, allora le soluzioni stazionarie sono
selle locali.

(d) Se A1 = Ay = A é reale strettamente positivo, abbiamo un nodo improprio instabile.

(e) Se Ay = Ay = A e reale strettamente negativo, abbiamo un nodo improprio stabile.

(f) SeAy =a+ifed, =a —if cona > 0sihaun fuoco instabile,

(8) SeAr =a+ifed, =a—ifcona < 0sihaun fuoco stabile,

(h) Se Ay = if e Ay, = —if si ha un centro.

(i) Se uno degli autovalori e nullo, I'altro & reale. Se questi & strettamente positivo la
soluzione stazionaria ¢ instabile, se & strettamente negativo la soluzione stazionaria e
stabile.

(j) Se entrambi gli autovalori sono nulli, allorasihaa = b = ¢ = d = 0, le soluzioni sono
tutte e sole le costanti e sono stabili.






APPENDICE H

Esercizi su equazioni alle derivate parziali e separazione delle variabili

separare = lat. SEPARARE composto della particella SE- che indica di-
visione e PARARE disporre e propr. mettere alla pari, apparigliare, da PAR
uguale (v. Pari). Dividere cio che era congiunto: altrimenti Scompagnare,
Spaiare, Segregare, Scevrare, ecc.

Vocabolario etimologico della lingua italiana,
di Ottorino Pianigiani, 1907.

Trattasi di esercizi dove si richiede la soluzione di un’equazione alle derivate parziali del tipo:
adyu(t, x) + bopu(t, x) + coxxu(t, x) + doyu(t, x) +eu =0, (t,x) €]0, +o00[x[0, 7],

dove a,b,c,d,e € R, ¢ # 0 sono costanti reali con alcune condizioni al contorno di varia natura. Il
metodo di separazione delle variabili consiste nella ricerca di soluzioni elementari non nulle nella
forma u(t,x) = U(t)X(x) e poi giungere ad una soluzione del problema sovrapponendo infinite
soluzioni elementari.

Procedura risolutiva:
(1) Separazione delle variabili: Sostituendo nell’equazione di partenza si ottiene:

all(t)X(x) +bU(t,x) + cU(t) X (x) +dU(t) X(x) +eU(t) X(x) =0
e dividendo per U(t)X(x) si ottiene che esiste A € R per cui:
Cal(t) +bU(tx) +el(t)  cX(x) +dX(x)
uft) - X(x)
Questo implica che per A € IR si hanno le due equazioni:
cX(x)+dX(x) —AX(x) =0
all(t) + bU(t) + (e+ A) U(t) = 0.

=A

da accoppiarsi con le opportune condizioni al contorno.

(2) Studio dell’equazione per X: nel passaggio precedente si & ottenuta I'equazione
cX(x)+dX(x) —AX(x) =0

il cui polinomio caratteristico & cy? +dy — A = 0, di discriminante A = d? + 4cA. Si
verificano i seguenti casi:
(@) se A > 0, poniamo yq = %C‘/Z, Ho = 4;76\/5 e la soluzione generale dell’equazione e
D(cq, 02, x) = creM™ + cpet??.

(b) se A =0, poniamo yj = yp = E—f e la soluzione generale dell’equazione & ®(cy, ¢, x) =
c1eM* + coxe*,

(c)se A < 0, poniamo &« = 3% e w = VZ‘CM e la soluzione generale dell’equazione &
D(cq,c2,x) = e*(c1 coswx + ¢ sinwx).
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(3) Compatibilita con i dati al bordo dell’equazione per X: Ottenuta la soluzione generale per
X (x) & necessario accoppiarle con opportune condizioni al contorno derivate dai dati iniziali
e considerare solo le soluzioni non nulle.
Considereremo solo due casi di condizioni al contorno, le condizioni di Dirichlet omogenee
(Do) e le condizioni di Neumann omogenee (No).

(Do): Condizioni di Dirichlet omogenee: u(t,0) = u(t,7) =0
Esse implicano X (0) = X(7r) = 0. Imponiamo tali condizioni ®(c1,cp,0) = 0
e ®(cq, cp, ) = 0 sulle soluzioni generali trovate ottenendo un sistema lineare
omogeneo in ¢y, ¢z, di cui dobbiamo escludere le soluzioni identicamente nulle.
Segno Sistema Determinante Soluzioni
di A del sistema
etz — et £ () cg1=c=0
c1+c=0 . ;
A>0 erché Non accettabile
=0 c1=c=0
A=0 ! et £ 0 Non accettabile
c1eM + crre™ = 0
o =0 e sinwrt c1=0,c0 R
A <O 1 . Nullo solo se | Accettabile solo
e*(c1 coswm + casinwrm) =0 0AweZ se0 £ weZ

(No): Condizioni di Neumann omogenee: u,(t,0) = u(t, 1) =0

Esse implicano X(0) = X(7r) = 0. Imponiamo tali condizioni ®(cq,cp,0) =0

e Cb(cl, ¢z, 1) = 0 sulle soluzioni generali trovate ottenendo un sistema lineare
omogeneo in ¢y, ¢z, di cui dobbiamo escludere le soluzioni identicamente nulle.
Osserviamo che se A # 0 allora 1, yo # 0. Studiamo a parte A = 0.

CHE T
w1 7cy 4+ e (1 4 pyr)e; = 0

perché pu; # 0

Segno . Determinante o
diA Sistema del sistema Soluzioni
2Tt _ o7t N —
A>0 Jrcr + piaca = 0 ylyz(ez/ M) £0| =0 0
A#0 i o perché uy # s Non accettabile
preftey + ppet2 ey = 0 e,z #0
upmTet’t £ 0 c1=0,c0=0

Non accettabile

A <0 _ 02+ w?)sinwn | ¢ € Rep = 24
A#0 {acl + a')cz =0 . ( Nullo)solo Accettabile sécfé)
—cqwsin(ntw) + coasin(rtw) = 0 se0£weZ se0+4weZ
A=0 Sihap; =0, up # 0 perché A # 0 c1€R, =0
d#0 Accettabile
A=0 Siha p; = pp = 0 perché A =0 c1 €R,cp =0
= Accettabile

Osserviamo che w € Z \ {0} e A < 0seesolose2cn = /|AleA <0,neZ\{0}dacuiA

deve essere della forma —

d2+4c2n?

4c

,conn € N\ {0}
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Quadro riassuntivo
Condizioni Valori A accettabili Soluzione relativaa A
P2 4 422
Do | A=-"T ne N\ {0} X (x) = cue~ 4 * sinnx
2 4 4022
An = —%,n e N\ {0} | Xu(x) = Che 5 ¥ (cosnx+ ﬁsinnx) .
No
A=0 Xo(x) = Cp

(4) Studio dell’equazione per U: L'equazione per U ¢ la seguente
all(t) + bU(t) + (e+ A) U(t) = 0.

_edtAy

(a) Sea =0,b # 0siottiene U(t) = U(0)e™ ©
(b) Se a # 0, I’equazione & di secondo grado. Il suo polinomio caratteristico & au? + by +
(e+ A) = 0eil discriminante & A = b? — 4a(e + A).
(i) se A > 0, poniamo v; = %a\/g, vy = #{;/K
ne & Uy, (dy,da, t) = die"t + dpe??*.
(i) seA =0, poniamov; = v, = E—f e la soluzione generale dell’equazione & U, (dy, da, t) =
dye"rt + cotetit.

e la soluzione generale dell’equazio-

(ili) se A < 0, poniamo g = 2 e 6 = —V;aAl e la soluzione generale dell’equazione ¢

U, (dy,da, t) = ePt(dy cos Ot + dy sin 0t).

(5) Costruzione delle soluzioni elementari: Si & visto come sulla base delle condizioni al con-
torno e della struttura dell’equazione solo un insieme numerabile di valori di A sia accetta-
bile. Se A, & un valore accettabile, si ottiene una soluzione U, (t) e una X, (x) relative a tale
valore A,,. Per moltiplicazione si ha una soluzione elementare u, (t, x) = U, (t)X,(x). Ricor-
dando che il prodotto di costanti arbitrarie & una costante arbitraria, si ha che se 2 # 0 allora
u,(t, x) dipende da due costanti arbitrarie, altrimenti se 4 = 0 dipende da una sola costante
arbitraria d,,. Nel caso dipenda da due costanti arbitrarie, siano esse d}, d3. In questo caso
si hanno i due dati iniziali #(0,x) = f(x) e u;(0,x) = g(x). Tali dati iniziali, sviluppati in
serie di Fourier di soli seni (condizioni (Do)) o di soli coseni (condizioni (No)) derminano in
modo univoco le soluzioni. Si ha infatti:

f(x) = ibn sinnx = i:lun(O)Xn(x)

g(x) = idn sinnx = ilun (0) X, (x)

oppure

flx) = éan cosnx = i:lun(O)Xn(x)

g(x) = ildn cosnx = ilun(O)Xn(x)

e per confronto dei termini simili si determinano d}. e d2 per ogni 7.
Se a = 0 viene assegnato solo il dato iniziale u(0,x) = f(x), il cui sviluppo in serie di
soli seni o soli coseni permette di determinare le costanti arbitrarie d,, da cui dipendono le
soluzioni elementari u,(f, x) per ogni n.

(6) Esempi: diamo ora due esempi in alcuni casi particolari:
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Soluzione pera = 0, b # 0, ¢ # 0 e condizioni (Do)
L’equazione e

bou 4 cOxxtt +d dyu +eu = 01in |0, 77[x]0, +00|,
u(t,0) =u(t,m) =0,
u(0,x) = f(x).

Supponiamo che 2 = 0, b # 0 e valgano (Do). I valori di A accettabili sono allora
Ap = —dz%fz”z al variare din € IN, n > 0. Costruiamo una soluzione elementare mol-
tiplicando la soluzione generale accettabile di X per quella di U Si ha allora, mettendo

assieme tutte le costanti moltiplicative,

d* +4c*n® — 4
un(t,x) = byexp ( kA Céll:lc < t) e~ %% sinnx.

Per coprire il dato iniziale u(0, x) = f(x), si deve quindi avere:
u(0,x) = f(x) = Y_ un(0,x) = Y bpe 2"sinnx = e~ %" Y b,sinnx
n=1 n=1 n=1
Pertanto i b, sono i coefficienti di Fourier della funzione f (x)e%x estesa per disparita a

[—7t, 7T] e poi per 27t-periodicita, quindi

2 (7 dy
b, = —/ f(x)ex"sinnxdx,
7T Jo

e la soluzione risulta essere

2 ) T dZ 4 2,2 4
u(t,x) = ;e_zlcx ) (/0 f(s)ezicS sinns ds) exp < + C4l:lc i t) sinnx.
n=1

(b) Soluzione pera =0,b # 0,c # 0, d = 0 e condizioni (No)

L’equazione e

boiu + c Oyt +eu = 01in |0, 77[x]0, o0,
uy(t,0) = uy(t, m) =0,

u(0,x) = f(x).

Supponiamo chea = 0, b # 0, d = 0 e valgano (No). I valori di A accettabili sono allora
A, = —cn? al variare di n € IN, n > 0. Costruiamo una soluzione elementare molti-
plicando la soluzione generale accettabile di X per quella di U Si ha allora, mettendo
assieme tutte le costanti moltiplicative,

2

cn® —e
uy(t,x) = a, exp ( 5 t> COSs 1X.

Per coprire il dato iniziale u(0, x) = f(x), si deve quindi avere:

(o) e}
u(0,x) = f(x) = Y un(0,x) = ap+ )_ a, cosnx
n=1 n=1
Pertanto gli a, sono i coefficienti di Fourier della funzione f(x) estesa per parita a
[—7t, 7] e poi per 27t-periodicita, quindi

ay = :[/Onf(x)dx,

2 [T J
an—;/o f(x)cosnxdx,
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ela soluzione risulta essere

u(t,x) = </ f(s ds) “hE 4 ii m”(/ f(s cosnsds)cosnx







APPENDICE 1

Note su SO(3) (facoltativo).

Definiamo rispettivamente il gruppo unitario, il gruppo ortogonale e il gruppo ortogonale speciale
ponendo:

U(3) := {O € Matz»3(C) : OTO = 00T =1d;},
0(3) := {0 € Mat3,3(R) : OTO = 00T =1d;},
SO(3) := {0 € O(3) : detO = +1}.

Tali insiemi sono gruppi se dotati dell’'operazione di prodotto di matrici, I’elemento neutro & la
matrice identita. Possiamo pensare a O(3) come incluso in U(3).

Caratterizzazione: si ha che O € O(3) se e solo se O conserva il prodotto scalare di R?, ovvero se
e solo se dati x,y € R®si ha (x,y) = (Ox, Oy).

Infatti, ricordando che 'operatore aggiunto in dimensione finita coincide con l’azione della ma-
trice trasposta, si ha

(Ox,0y) = (x,0"0y) = (x,y),
perché OTO & l'identita. E viceversa.
Una caratterizzazione analoga vale per U(3) qualora si consideri il prodotto scalare in C°.

In conseguenza di questo fatto si ha che se O appartiene a U(3) o O(3), essa preserva la norma
degli elementi:

lo]I> = {v,v) = (Ov, Ov) = || Ov|>.
Se O € O(3) allora detO = =1, infatti per la regola di Binet si ha
1 = detld; = det(OTO) = detOT - det O = det?O.

Per calcolare gli autovalori A di O € O(3), & necessario risolvere ’equazione det(O — Ald3) = 0,
le cui radici forniscono gli autovalori.

Poiché il determinante di O & il prodotto di tali autovalori, e tale determinante per definizione e
non nullo, se ne ricava che tutti gli autovalori sono non nulli.

Il polinomio det(O — Aldsz) & di grado 3 in A ed ¢ a coefficienti reali essendo O € O(3).

Un polinomio di grado dispari a coefficienti reali ammette sempre almeno una soluzione reale,
e le soluzioni complesse sono due a due coniugate. Quindi O € O(3) ammette sempre almeno un
autovalore reale.

Sia A1 uno degli autovalori reali. Se v e autovettore relativo a tale autovalore, si ha necessaria-
mente Ov = Aqv. D’altra parte per la preservazione della norma si deve avere ||Ov|| = ||v||, quindi
|o]] = ||Ov|| = |A1] - ||v]|- Se ne deduce che [A4] = 1.

Data O € SO(3), quindi se gli autovalori sono tutti reali, essi devono avere tutti modulo uguale
a1 eil loro prodotto deve fare 1, quindi almeno uno di essi deve essere +1 e si ha

()\1/ /\2/ )\3) S {(1/ 1/ 1)/ (1/ _1/ _1)/ (_1/ 1/ _1)/ (_1/ _1/ 1)}
Questo ¢ il caso banale: la matrice O semplicemente descrive un’inversione dell’orientamento di una
coppia di assi.
Se gli altri due autovalori sono complessi coniugati Ay = e*"F e A3 = ¢*~'f, il prodotto A1A213
deve comunque fare 1 e quindi 1 = AjAxA3 = A1e2® Poiché e2* > 0, e A; = =1, si ha necessariamente
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A = 1. Cio implica e =1, quindi « = 0. Allora gli autovalori sono 1, P, e~ 1P pertanto in U(3) si ha
che O € SO(3) e simile a

1.0 0
D:=[0 ¢fF 0
0 0 e

Sia v; l'autovalore relativo a A;, i = 1,2, 3. Il vettore (di componenti reali) v; e relativoa Ay =1
e viene lasciato inalterato da O perché Ov; = A1v; = v1. Questo vettore individua un sottospazio
vettoriale 1-dimensionale di R?, ovvero 1’asse di rotazione.

Vediamo cosa accade nel sottospazio ortogonale a v;, ovvero nel piano v;. Dobbiamo provare
che su questo piano l’azione di O e una rotazione attorno all’origine. Se vediamo questo sottospazio
come sottospazio di C3, 'azione di O su v{, scelta una base opportuna, & data dal minore 2 x 2
in basso a destra della matrice D. In particolare si ha tale azione preserva la norma. L’angolo di
rotazione, dato w € vy, ||w|| = 1, & dato dalla relazione cosa = (w, Ow) e si prova che coincide con
B (gli autovalori erano ety

Si ottiene quindi il Teorema di Eulero: ogni matrice O € SO(3) individua un rotazione attorno
ad un asse fisso.

Consideriamo ora funzione liscia R : R — SO(3) tale che R(t +s) = R(t)R(s). Essa & un omo-
morfismo tra il gruppo (R, +) e SO(3). L'applicazione t — R(t) & una curva in SO(3). Osserviamo
che R(0) = R(0 +0) = R(0)R(0) da cui moltiplicando per R(0) ! si ha R(0) = Ids.

Calcoliamo ora

R(s) = lim R{t+s) = R(s) =
t—0 t t—0 t—0 t
—1im RO =RO) o) = R(0)R(s) =: AR(s).
t—0 t
Ricordando che R(0) = Id3 si ha che R(s) = exp(sA).
A & detto generatore infinitesimale del sottogruppo ad un parametro di SO(3). Osserviamo che
A & antisimmetrica: A + AT = 0, infatti si ha R(s)TR(s) = Id; perché R(s) € S0(3), da cui derivando
R(s)TR(s) + R(s)TR(s) = 0 e valutando in s = 0, R(s) = R(s)” = 0 si ottiene AT + A = 0.

Equivalentemente, fissato & € R> e posto &(#) = R(#)Z(0), si ha che &(t) risolve ¢(0) = & e
¢(t) = AZ(t), quindi ¢(t) = exp(tA)Zo.

Le matrici R(f), che commutano tra loro perché R(t)R(s) = R(s)R(t) = R(t+s) sono tutte
rotazioni attorno ad un asse @ fissato. Tale asse dipendera dalla matrice antisimmetrica A. Nella
fattispecie, se scriviamo la matrice antisimmetrica

0 — w3 wo
A= w3 0 —w1 |,
—wy  wq 0

dove (w1, wy, w3) # (0,0,0), allora & = (w1, ws, w3) rappresenta 1’asse di rotazione cercato.

Proviamo quest’ultimo asserto. E chiaro che se A @ antisimmetrica, quindi A = —AT, si ha
det A = det(—AT) = (—1)>det AT = —detA, quindi det A = 0. D’altra parte, non essendo mai
w1, wy, w3 tutti nulli, & sempre possibile trovare un minore 2 X 2 non nullo in A (ad esempio se
wy # 0 si prenda quello in basso a dx, se w3 # 0 si prenda quello in alto a sx, se wp # 0 si prenda
quello formato da prima e terza riga e prima e terza colonna). Quindi il rango di A € 2, ma allora il
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suo nucleo ha dimensione 1. Per calcolo diretto si ha A& = 0, quindi il nucleo e proprio generato da
w. Mostriamo che R(t) lascia invariato w: posto §y = &, si ottiene che

n—1
R(s)@ = exp(sA)d = @+ 3 A g = (s4)
n=1

Z L s A = @.
n! — n! ~—~—
= =0
Per calcolo diretto si verifica che A = @ x & per ogni &, quindi la relazione ¢ = A¢ si scrive come
¢ = w X ¢ dove x indica il prodotto vettoriale. & & chiamato velocita angolare.

Il Teorema di Eulero in via sintetica assume quindi questa formulazione: dato un movimento
rigido (che conserva l'orientamento e le distanze) che muti il piano 77 individuato dai punti AOB nel
piano 77’ individuato da A’OB’, allora tale movimento & una rotazione attorno alla retta 7r N 77'.

DEFINIZIONE L1 (Equazioni di Maxwell nel vuoto). Indichiamo con (x,v,z,t) i punti di R* ~
R3 x R. Indichiamo con:
p: R3 xR — R ladensita di carica elettrica,
j:R®xR — R ladensita di corrente,
E:R3*xR —R3 il campo elettrico,
B:R®xR — R® il campo magnetico,
gg >0 la costante elettrica nel vuoto,
o >0 la costante magnetica nel vuoto.

Queste quantita sono legate tra loro dalle seguenti relazioni, note come Equazioni di Maxwell nel
vuoto:

diVEZﬁ, rotE:—a—B,
sy) ot
divB = 0, rotB = “110]_"—1— Ho€o

El

dove gli operatori di rotore e divergenza agiscono sulle sole variabili spaziali (x,y,z), e dalla legge

di conservazione della carica: 5
%

ot

Nel caso statico, le derivate rispetto a t sono nulle.

+divj = 0.

ESEMPIO 1.2. Supponiamo di avere una sfera Dy centrata nell’origine e di raggio ¢ carica con
densita di carica uniforme pari a pp. Vogliamo calcolare il campo elettrico E generato da essa nello
spazio in condizioni statiche, pertanto supporremo che E non dipenda da t.

Per la simmetria del problema, supponiamo che il centro della sfera carica si trovi nell’origine, e
ci poniamo in coordinate sferiche (7,0, p) = (x(r,6,¢),y(r,0,¢),z(r,0,¢)) con

x(r,60,¢) = rcosbcos,
y(r,0,¢) = rsinbcos,
z(r,0,¢) =rsing,
dover > 0,6 € [0,2mt[ e ¢ € [0, 7t]. Lo Jacobiano della parametrizzazione &
cosfcos¢p —rcos¢sin® —rcosfsing

Jacy(r,0,¢) = | cos¢sin® rcosbcos¢p —rsinfsing
sin ¢ 0 rcos ¢

detJacy(r,0, ) = 1 cos ¢.

In questo caso si ha p(x,y,z) = pose x> + y* + 2> < & ep(x,y,z) = 0se x> + y? + 22 > &2
Consideriamo a questo punto R > { e

Dg :={(r,0,¢) € [0, +00[x[0,27t[x [0, [: 0 < r < R},
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che in coordinate cartesiane corrisponde alla sfera centrata nell’origine e di raggio R > ¢.

Utilizzando il Teorema della divergenza e la prima equazione di Maxwell si ha

/ E(x,y,z)-ﬁ(x,y,z)daz/ divﬁ(x,y,z)dxdydz
BDR DR

1 Po
= — LY, z)dxdydz = — dxdyd
- DRp(xyZ) xdydz =" | dxdydz
=% dxdydz
€0 JDg

1 R p2m pm
N 5./0 /0 /0 o(r,6,9) |detJac ¢ (1,6, ¢)| dp 46 dr
- @ ¢ r2n rm
g /0 /0 /0 |detJac ¢(7,0,p)| dpdo dr

:po/g/z”/n2 dpdo d
e Jo Jo 0r|coscp|4) r

_ po2mE® /” _ po4nrd®
= 3 h ]cosq)\dqb—go—s )

3
Poniamo Q = 47rg Pol ovvero la carica totale nella sferetta, allora si ha
/ E(x,y,z) A(x,y,z)do = 9
dDg €0

Nel secondo integrale abbiamo che:
E.-fdo = E(R)/ do.
dDr dDg

La superficie della sfera & parametrizzata da (R sin 6 cos ¢, R sin0sin ¢, R cos ¢), per calcolare 1'area
osserviamo che l'elemento di area 2-dimensionale e dato dalla radice quadrata della somma del
quadrato di tutti i determinanti di ordine 2 dello Jacobiano della parametrizzazione, ovvero:

wy(6,¢) = R? \/sin2 0 cos? 0 + sin* @ sin? ¢ + sin* B cos? p = R> V/4sin2 0 cos? 0 + sin* 0

= RZ\/sinZQ(l —sin? @) + sin*# = R*sin 6

2m 1
/ do = / / R2sin 846 dp = 47R?.
dDgr 0 0

Si ottiene infine:

7 _Q (wyz2)
Ewyz) = drteg |(x,y,2) 3
Dato che non vi sono campi magnetici, il campo E @ irrotazionale e poiche R\ D¢ & semplicemente
connesso, esiste un potenziale ® tale che E = V®. Definiamo p(x) = pg se |x| < e p(x) =0
altrimenti, si ha che @ risolve l'equazione di Poisson A® = p(x)/gg e che E = V®, nel nostro caso
abbiamo trovato:

Oy.7) = g

~ e (% y, P

In particolare, @ & costante sulle superfici sferiche e quindi anche su dD;g. Si pud provare che la
soluzione trovata e l'unica soluzione dell’equazione di Poisson con questi dati iniziali tale per cui il
potenziale si annulli all’infinito.
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Funzioni trigonometriche ed iperboliche

In IR? consideriamo la circonferenza vy centrata nell’origine di raggio 1, detta circonferenza go-
niometrica, essa ha equazione x? + y?> = 1. Si consideri una semiretta uscente dall’origine che formi
un angolo 6 (misurato in radianti) con la direzione positiva dell’asse delle ascisse: essa interseca -y in
un unico punto P. Chiameremo cos 6 I'ascissa di P e sin 6 I'ordinata di P. Sussiste cos? 6 + sin?§ = 1

perché P € 7.

Nome | Notazione Definizione Dominio Codominio | Periodo
seno y = sinx | dalla circ. goniometrica xe€R ye[-1,1] 21
coseno y = cosx | dalla circ. goniometrica xeR ye[-1,1] 21
sin x T
tangente | y =t - R\{Z +kr:kez} R
angente | y =tanx Y= osx x € R\ 5 thrike ye s
secante = secx _ ! XE]R\{E—F’CTC"CEZ} ly| > 1 27
y= Y= cosx 2 ' Y=
1
cosecante | Y = CSCX V= oy x € R\ {kr: keZ} ly| > 1 27
cotangente | y = cotx y= Z?;’;C x e R\ {kr: ke Z} yER s
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Ricordiamo che una funzione f si dice periodica di periodo T se f(x + T) = f(x) per ogni x nel
dominio di f. Questo implica anche f(x +kT) = f(x) per ogni k € Z.

Si ha anche (x,y) = (cosf,sin®), 6 € [0,27] se e solo se 1'area del settore circolare definito dai
punti (x,y), (0,0) e (1,0) e 6/2.

Sussiste la relazione sec? x + csc? x = csc?

x - sec? x per ogni x # krt/2, k € Z.

Tutte queste funzioni sono invertibili in alcuni intervalli del loro dominio, e danno luogo alle
funzioni trigonometriche inverse:

Nome Notazione Definizione Dominio Codominio
: . T
arcoseno y = arcsin x x =siny x € [—1,1] VAS [_E' 5]
arcocoseno | y = arccos x X = Cosy x € [—1,1] y € [0, 7]
T
arcotangente | y = arctanx x =tany xeR ye } 5% [
arcosecante | y = arcsecx | x = secy, y = arccos(1/x) | |x] >1 v €]0, [\ {g}
. T
arcocosecante | y = arccscx | X = cscy, y = arcsin(1/x) x| >1 |ye€ ] 55 [\ {0}
arcocotangente | y = arccotx | x = coty, y = arctan(1/x) x€R y €]0, [

Grazie al teorema della funzione inversa si ha:

. . 1
—sinx = cosx, —arcsiny = ———
dx dx V1= x2

. -1
—Ccosx = —sinx, —arccosx — ——
dx dx N
) 2 d 1
—tanx =seccx =1+tan“x, — arctanx = —
dx dx 1+ x
t 2 d t !
—cotx = —csctx —arccotx = ——
dx ! dx 1+ x2
¢ 1
—secx = tanxsecx —arcsecxy — ———
dx ’ dx lx|Vx2 —1
¢ -1
—cscx = —cscxcotx —arcescx = ———H
dx ’ dx Ix|vVx2 =1

Ulteriori proprieta delle funzioni trigonometriche si trovano nella tabella allegata.

In perfetta analogia con quanto visto per le funzione trigonometriche, vogliamo costruire una
nuova classe di funzioni basate non pit1 sulla circonferenza x> + > = 1, bensi sull’iperbole equilatera
di equazione x*> — y? = 1. Tali funzioni si chiameranno funzioni iperboliche.

In R? consideriamo l'iperbole equilatera I' centrata nell’origine con vertici nei punti di raggio
(£1,0), essa ha equazione xZ — yz = 1. Consideriamo una semiretta uscente dall’origine, essa inter-
seca -y in un unico punto P = (x, y). Consideriamo l'area della regione delimitata da tale semiretta,
dall’asse x e dall’iperbole, detta settore iperbolico. Diremo che (x,y) = (cosh#,sinh6) se e solo se
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tale area (con segno) & 6/2, nel senso che per § > 0 stiamo considerando un settore iperbolico gia-
cente nel primo quadrante di area 0/2, mentre per 6 < 0 stiamo considerando un settore iperbolico
nel quarto quadrante di area |0]|/2. Rimangono definite quindi due funzioni: cosh : R — [1, +00]
(coseno iperbolico e sinh : R — R (seno iperbolico). Si pud inoltre definire tanh : R — | — 1, 1] (tangente
zg;}}‘l((z)) Analogamente, & possibile definire coth : R\ {0} — R\| —1,1]
(cotangente iperbolica) ponendo coth(x) = Zfrf}}:((;)) :
Per completezza citiamo anche le funzioni sech : R — [0, 1] (secante iperbolica) e csc : R\ {0} — R

(cosecante iperbolica) definite da sec(x) = COSW e csc(x) = smﬁw Si possono dare le definizioni di

tutte queste funzioni in termini di funzioni esponenziali, tali definizioni si trovano nella tabella alle-
gata. Tali espressioni permettono di estendere le definizioni di queste funzioni al campo complesso.
A partire da tali definizioni e possibile dare le espressioni delle funzioni iperboliche inverse:

iperbolica) ponendo tanh(x) =

arccosh(x) = cosh™!(x) = log (x x2 — 1), x>1
B PN Vi-x2) 1 1+x
arctanh(x) = tanh™ " (x) —log< 1= ) = 21n<1_x ,lxl <1
T ViZ-1\ 1, (x+1
arcoth(x) = coth™ " (x) —log< por ) = 21n<x1 ,xl>1
V1— 22
arcsech(x) = sech™!(x) = log <1 + xl a ), 0<x<1
Y/ 2
arccsch(x) = csch™!(x) = log (1 + xl X )
Le derivate di queste funzioni sono date da:

4 sinh(x) = cosh(x)

dax B

d .

P cosh(x) = sinh(x)

d 2 2 2

I tanh(x) = 1 — tanh”(x) = sech”(x) = 1/ cosh”(x)

d 2 2 42

acoth(x) =1— coth”(x) = —csch”(x) = —1/ sinh”(x)

d

Ecsch(x) = — coth(x)csch(x)

d
%sech(X) = — tanh(x)sech(x)
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EZC (sinh ' x) = \/leﬁ

i (o 1) = oy

£ () 1

d‘i (sch'x) = —W
ddx (sech"x) = _x\/ll—ixz
CZC (coth™'x) = 5 —1x2

L'utilita dell’introduzione delle funzioni iperboliche e particolarmente evidente nel calcolo di
alcune primitive:

/sinhaxdx = %coshax +C
/coshaxdx = %sinhax +C
/tanh axdx = %ln(coshax) +C

/coth axdx = %ln(sinh ax) + C

du
/,/QZ_‘_MZ

/ du
ViZ — a2
/du = ltanh*1

<u
a?—u? a a

du 1 -1
2 oth
/a2—u2 aCOt

du 1 (U
v R

du 1 _q1|u
v = L

/ x arcsin(x) + ¢ = —arccos(x) + A
Vi—2 B 2
dx
Var+1
© o dx

Va2 —1

= arcsinh(x) +c =In(x + Vx> +1) +¢

= arccosh(x) +c=In(x+ V22 —1) +¢
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' — 2
/ﬂdx: arcsm(x)—iz—xx/l Ly
- VA2 2 2
/ 2 ldx — arcsmh(x);x x2+1 e In(x + Vx +21)+x\/x +1 e
—arccosh(x) + xvx? — 1 —In(x+vx2—1)+xvx2 -1
/\/ﬁdx: 5 +c= 5 +c

/dx = arctan(x) + ¢
1+x2

d
/ 7 _xxz = arctanh(x) +

c:;1n<

1
+x>+c
1—x



328

J. FUNZIONI TRIGONOMETRICHE ED IPERBOLICHE

Relazione fondamentale perz € C

© _n
Z
z __ ;g — .
¢’ = Re(z)(cos(Im(z)) +isin(Im(z))) = ), =
n=0 """
Funzioni goniometriche Funzioni iperboliche
el? ez e“+e*
cosz = ——— = coshiz coshz = = cosiz
2 2
. iz _ iz o . ¢ —e * C .
sinz = - = —isinhiz sinhz = ———— = —isiniz
2i 2
sinz eff—eiz 2z _q ) . sinhz e —e¢ %2 %1 . .
tanz = == — = = —itanh(iz) | tanhz = = = = —itan(iz)
cosz ez 4emiz p2iz 4] coshz eZ+e 2 2241
cosz ef4eiz 2z coshz e*+e 2 ¥ 41
cotz = — = — — = — = icoth(iz cothz = — = = = icot(iz
sinz ez —e—iz 21z _1 (iz) sinhz e —e 2 221 (iz)

cos?z +sin’z =1

cosh? z — sinh?z = 1

cos(z1 & zp) = coszq coszy F sinzy sinzy
sin(z1 & zp) = sinzy cos zp £ cos z1 sinzp

_ tanzj +tanzp

tan(z1 +zp) = ———=
(21 2) 1 Ftanzq tanzp

cotzycotzy F1
cot(zy £zp) = ———
(21 2) cotzpy + cotzg

cosh(z1 £ zp) = cosh zy cosh z; + sinh zq sinh z;
sinh(z1 =+ zp) = sinh zq cosh z; + cosh zq sinh z,

_ tanhz; £ tanhz

tanh(z; +25) =
anh(z + 25) 1 + tanh z; tanh z;

cothzj cothzy +1

th(zq + =
coth(z; + z5) coth zp &+ coth z;

cos(2z) = cos?z —sin®z = 2cos?z —1=1—2sin’z

sin(2z) = 2sinzcosz

2tanz
tan(2z) = ———
an(2z) 1 — tan?(z)

2 _
cot(2z) = cot™(z) — 1

2cotz

cosh(2z) = cosh? z + sinh? z = 2 cosh?z — 1 = 1 4 2sinh? z

sinh(2z) = 2sinhzcoshz

tanh(2z) = %
1+ tanh”(z)

2
coth(2z) = coth®(z) +1

2cothz
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Funzioni goniometriche

Funzioni iperboliche

/1+ cosz z /1+ coshz
— cosh(§> ==+ —
1—cosz . z 1 —coshz
i sinh (3) = £/ =5
[1—cosz _ _sinz 1—.cosz tanh (E) - /_1—coshz _ sinh z :_1—.coshz
1+cosz 1+cosz sinz 2 1+coshz 1+ coshz sinh z
1+ cosz 1+ cosz sinz z 1+ coshz 1+ coshz sinh z
= p = coth <7) =44/— = : = —
1—cosz sinz 1—cosz 2 1 —coshz sinh z 1—coshz

2

zZ1+z Z1—2z
cosz1+coszzz2cos< ! 2)cos (172)

. (zlJrzz) . (
CoSz1 — Coszy = —2sin 5 sin
sinzq 4+ sinz; = 2sin atzn cos o B
2 2
Z1+2z Z1 — 2z
sinzq —sinzy = 2 cos (%) sin (172)

21— 23
2

Z]1+ 2 Z1 — 2
2 )cosh( 5 )

cosh z; + coshz, = 2cosh (
coshz; — coshzy, = 2sinh (Zl + Zz) sinh

2

2

z1+ 2o

sinh z; + sinhzy = 2sinh (Zl +Zz) cosh (Zl _ Zz)

sinh z; — sinhzp = 2 cosh <

tanz; :tanzp, =

cotzy = cotzy, =

sin(zy £ zp)
C0S 21 COS 2

sin(zp +z1)
sin zq sin zp

sinh(zq + z;)

tanhz; £ tanhzy = ————=~
! 2™ cosh z1 cosh z;

sinh(zp £ z1)

cothzy £ cothzy, =
! 2™ sinh z1 sinh zp

2coszy sinzy = sin(zy + z3) — sin(z1 — 22)

2sinzy sinzy = cos(z1 — zp) — cos(z1 + z3)

2coszq coszp = cos(z1 — z) + cos(z1 + z3)

2 cosh z sinh zy = sinh(zq + zp) — sinh(z1 — 27)
2sinh z; sinh zp = cosh(z1 4 zp) — cosh(z; — z3)

2 coshzy coshzp = cosh(z1 — zp) + cosh(zy + z3)

1— 2 1+ 2
cosz = el t = tan (%) coshz = 1+t2' t = tanh (%)
2t 2t
sinz = i t = tan (%) sinhz = 1—g t = tanh (%)
2t 2t
tanz = —g t = tan (%) tanhz = 11 t = tanh (%)
1—#2 z 1+ 2 z
cotz = T t = tan <§> cothz = T t = tanh <§>
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