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Metodfinidratoli del Cav approcciofino ad ora vistob

Inf fflx.nu di nmi zoo anni delCav
C a

Newton Bernoulli 1690 Weierstrass

it Card nec che un pt Legendre Inedia
di minimodevesoddisfa E Fluir e 0 Eq.EE ga

se cisono sola delTEE esternati sono minimi

ii Gad nff per pt danni convessità mn assoluti

Ironia difacili deipt coniugati
minitel deb

Discussione senzachiedersi se il leoni dei campi diWeierstrassminimo esiste min nel forti
Pbm la riduzione delphon

di minimo ad un pbm.d.iqdiff non sempre costituisce
unmetodoefficace primap perchè nel Cav il concetto di

soluzione NON È LOCALE ma si ricerca una soluzione

soddisfa per es certi condizioni al contorno

risolvi l'q diff nesci solo in casi semplici
Come si estende questo approccio nel caso di funzionali

integrali puritani fa uh tu dx

E diventa un'q a derrate parziali
Oss Fino ad ora abb solo usato tecniche delcalcolo infinitesimale

integrale e pochi risultati diAnalisiFunzionale e della

teoria della misura di Lebesgue Non abbiamo usato

il lemma fond del Cav e il lemma di Du Bois Raymond
nella forma più generale perfine l'we ma soloperfine
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I
Metodo diretto del Cav 1900

affronta il prom di Jenna del minimo direttamente
non ci si pone il phon di trovare un event pt minimo
espliciti cioè in carne e ossa ma trovare delle

card su ft che garantiscano la sua esistenza
senza l'uso dell'q di Erica Lagrange

Riemann Gauss Dirichlet Arrota
Hilbert Tonelli 4920

Per studiare in modo completo il phon del minimo

per funzionali integrati in generale si dovevano prima
mettere in luce duefatti fondamentali
ri semicontinuità È postodellacontinuità per F
ii compattezza dei sottolivelli coercitività
7 Senza di un pt di minimo per F Èdera

di Weierstrass
afunzionali indevi 00

e fondamentale riconoscere la necessità di un adeguato
quadro funzionale in cui studiare il phon di minimo

per F non solo chatti E e devi per questi
spazi risultati di compattezza analoghi a quelli di
Ascoli Airola
Oss i e ii l'apple dell'idea di Weierstrass per
l'esistenza di pt di minimo a funzionali in dini o

NON è pentasi immediata la ragione sta nel fatto
chequeste dueproprietà sono in un certo senso antagonista
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per avere la s c i Gag di f conviene dotare lo

spazio dellafine X di una topologia relativaforte
meno succo convergenti ci sono più è facile chefine
F sia convergenti

per la compattezza seq è invece meglio la situa

opposta più la convey èdebole più facile che m

abbiano mica convergenti

Risultati fanelli introduce la semicontinuità inferiore
teoremi di dura per Flute Ifa n n di
1drin per AC ad fineassolutocontinua

in BV add fine a variare limitata
più devi per stud opp Fln fix nPu di

d ER introdurredeglispazi di
Sobolev 1938 Money4940
Senza di ph di minimo in spazi di
Sobolev si apreil phon della regole
vita

un phon simile che abbiamo visto
nel ashen ma feel fa o

nee e
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Teorema di Weierstrass f KER R
i f continuo basta a c i sq

taek Xe flxdelimiiff.gee to

ii K compatto f per sua daogni sua
Xe CK si può estrarreuna sottonoce
Gara CH t.axaa x.tk

Allora fa ammette minimo in K

NOTA questo teorema vale più rigenerata
si ripete se k c X vischio X dotato di una convergenzala stessa
tari per cui i f Econtinia basta s.ci rispetto

aquestaii K 01 compatto naz di

convey

Dini sia I m'fFG e Rufo
XEKConsid.ly

a m once Iii R tic yn ti I
se I o basta prendere ye n

se I ER Ine Itf
Abbiamo quindi

Il yn tue IN
Per def di I piùgrande minorato dell'insieme
fa XE K risulta che yn non è un minoranza
dell'insieme immagini di f quindi fine k te

f Eni In
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Inoltre I fan Lyn enzaddkm.q.uaA
info

t.am xn
III È

Per ipotesi ii la sua En n ammette una
sottonoce Gnu e X c te t.cc IÌ
Quindi
I E figo Unit x

na
e temifan I

µ µ o in to

def d aif fantini a visto che il limiteditta
fitte lemesottoso hannobasta A ai limite ed è lostesso

fcxdelemniifffr.nl
I f E IR ed è il minimo richiesto

ex pt di minimo a
dirsi è la

medesima

I VARIANTE DEL TEOREMA Di WEIERSTRASS dedita
teorema f R Fa t.co tipi puòesserti

sostitutoda un Iris
i f continua basta f s c i Gq Xqualsiasiper

i

cui si ha una
ù 7 un sottolivello compatto cioè 7 MER t.ci

e R fate M fem è compatto
Allora 7 miri fa xena

Dini Poniamo Xm f EM Su Xmapplicotear diWeierstrasse ott che IX E Xm t.co
figo E fa µ
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Vediamo che E un ph di minimo ingenerale cioè

fGo fix fiera
se µ allora lading è in
Se Xm allora

fGo E ML fa per def.ie Xne
x EXM

flxdefhttxc.IR ma

Ia VARIANTE DEL TEOREMA Di WEIERSTRASS giàvisto suRnellalaz 1
Teorema sia f R 742

i f continua basta 5 c i leg
III fatto

Allora f ammetto minimo

Dini Poniamo Mi f e 1 con FER qualsiasi
Consacrami Xm f EM
Allora a Xm 0 E Xm

b Xp è chiuso Xm f 4 o M è chiuso

poichè fècontnia
Nota se fès c i sq ancora

Xm è chiuso

c Xmè limitato grazie a ri
Htt 07 Nn 0 Axe Hill Nn f sit

KERI feet
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allora cioncato Il M abbiamo che I 70
fiera fa E M IlXII E I
Xm c.BG Tv

b e c ivi IR garantisco Xp è compatto e

quindi verifica ii del teorema precedente
p f ammette minimo in R cioè figata
tic faro inf fa la

Xe Fa

Semicontinuità compattezza coercitività
metodo diretto di Tonelli densa

del minimo
X spazio topologico basta X insieme con una

nozione dicontergenza Sq

Def Sia f X IR x EX Diremo che f è
5 c ii seq semicontinua inferiore vi Xo se

fa E 4min77
n o

per ogni sua En CX converge a ni X
Diremo de f è s c i sq in X se f è s.ci

Gq in ogni pt di X

K CX èCag chiuso ii X seek perogni
succo x a n

CK convergente a in X
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A CX e seq aperto in X se Axe A

perogni sua xu in ni X J K c IN

re A that

Proposizione sia f X IR X come sopra
Le proprietà regi sono equini
i f è seq s c i in X
ri ter l'insieme e X fast f Tft to

e Gg aperto in X
iii ittero l'insieme EX feet fitta t

è Gq chiuso in X

Dini Afi più vedi fondo laz pag217

Def sia f X Fa f si dice Gq coercitiva
ni X se la chiusura seq degli insiemi dei sotto
livelli di f cioè di feat è seq compatta
tetto La fetta

e vedi fondo laz pag 217
Oss 1 goffo se fa g g X te

e g è coercitiva sq in X allora anche f lo è
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Es in R io f è s.c.i.gg in

a XE 0
e continua nitriti gli

io
Altri ph

nessuna delle due è

q.Jcoeratiia

t
s c i in IR e coercitivo

I a

0 o te 1

fet3 ftt.ie

f è continua ma non coercitivaÈh
o ai ftp.J qxjvfxi.tk

non è compatto

Teorema Tonelli Weierstrass generalizzato
sia X spazio topologico Sia f X IR tale
i f è Cmq s.c.im X
ii fè sa coercitivi in X
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Allora 7 un pt di minimo di fini X i e IX EX

fa uffX

Oss a Noi cerchiamo di applicarequesto teorema
dove f sarà il ns funzionale F
b basta che su X sia definita una converge seq
non neo derivanteda una topologia rispetto alla quale
f è qq.ls.c.ie sq coercitiva in X
c Prop il e'ri sono proprietà antagoniste
se ci sono poche succi coniugati topologia
forte è più facile avere la s c i dif
ma è più difficile avere garantito la compattezza
cioè ii in unospazionormato

Coq
Oss Palla chiusa compattaper latop debole
ma non per la topologiaforte El

Dini Poniamo I uff f c Piu f a

Allora 3 una sua minimizzante cioè Ge CX
tale che

Ie III fase too

in particolare
feat ei

è Limitata superiorm cioè FIER t.ci

flea E d then compattezza
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Poichè f è mq coercitiva la sua Ga ammette
una sotto sua Xenia conrepente ad un elemento
X EX con

f a fed essendo
si ha f s c i g
fkdfn.LI IfCxaj ahjn.fCxa IniX

Sec I

D Xo è un pt di minimo per fin X ZA

TENTATIVI Di Applicazione

vogliono applicare il teorema di Tonelli e

la ma devi per ottenere teoremi di densa
del minimo per funzonali del tipo

Flute If a di re ai R
b

e Fluff flu dx o

ce lo

e anche ffln.li dx
a
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Es
Ffa E 2g di getti

X Elo 1 n o il R misurabili

Editto

riffle sta
nei

ossi richiesta di dati al bordo non e'sensata
netto e def g o

OSS 2 i

Fini e È 2ga dx e n g Ix gIi
Z gIi FG

Io

p Fln e FG Free X e leggo
Esiste una soluzione del phon infatti
cioè ride già q.am Jon

ne

vorremmo applicare il quaajtiffifiuf.ie s

per demi l'esistenza del mi tonvergenzaforteè tentativo X Efod dotato della topologia
forte prov che Fè continua non
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solo s.ci ma non seq coercitivaconvergenzadebole
2 tentativo X Ecoe dotato con la topologia

debole prov chef è soloGea s c i

rispetto la top deb ma anche sq
coercitiva

AGpag 212
i iii siate R fissato sia XE f Et e Xe inX

Poichè fs.ci si ha fix Eleni if fixed Et
E feat

una pipa
Quindi

Quindi tt Et èCoq chiuso in X a

iii i sia Xe X sia in in X sia t nine
Allora t snapninfetta e riffa htt Perdeflieta
di info J ha t.at a fixed sniffledCZK

segue Xenae f Et Essendo l'vinerieHq
chiuso e IÌ poichè tutta la sua converge
p c fee cioè fa t Facendo tendere
t a timingfixed mi ha fideleniinffexed DA

trota e so

A pag 212 get
sia E f ELISA È Xue get Poiché

gcsqjcoerahiainXJxe.ie Poichè ffetta x ELFI si hacnet.FI
217 è Csea compatto



seq p


