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Esercizio 10
Determinare inf/sup (o min/max) dei seguenti insiemi:

1. A:{HLH: nGN}
2. B={2(-1)" — & : neNy}

3. C:{%: n,m€N>0,0<m<n}

1) A ¢ limitato superiormente e inferiormente. Siccome -2 =1 — -1
n+1 n+1?

scegliamo L = 1 come candidato per sup A e controlliamo che soddisfi le due
proprieta richieste:

e L=1>:" VneN

e dato € > 0, dimostrare che esiste 7 € N tale che ﬁiﬂ >1—c¢

n

5 > 0, scegliamo [ = 0 come candidato per inf A e

Similmente, siccome
controlliamo

¢ l=0<:" VYneN

e dato € > 0, dimostrare che esiste m € N tale che % <0+e

3|

Inoltre, I = 0 ¢ minimo perché [ € A per n = 0.

2) notiamo che B puod essere riscritto come

1 1
B=<¢{2——: neNy, nparipUs —2—— : n &Ny, n dispari
2n - 2n =

e, similmente a prima, controlliamo che sup B = 2 e che min B = —

(NI

3) notiamo che C' & superiormente illimitato perché contiene 'insieme
{n : n € Nso} e quindi sup C' = +o00. Un’altra osservazione ¢ che 0 < m < n
implica 7= > 1; dobbiamo solo controllare che 1 = inf C'
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Esercizio 11
Risolvere in C le seguenti equazioni:

1. L =¢€'"T (=cos(%)+isin(Z))

1) se prendiamo il modulo da entrambe le parti dell’equazione, abbiamo

1

1 1 1
2|z

IREE R ||

(le'T| = 1 perché ¢ della circonf i i
= 1 perché ¢ un punto della circonferenza gomometrlca).

Sostituendo questo valore nell’equazione di partenza e ricordando l'identita

— . s
z-7Z =|z]* =1, otteniamo z = 1 = ﬁ = e’

2) sostituendo z = a + ib e raccogliendo parte reale e immaginaria,
otteniamo l’equazione

alb—a—1)4+ibla—b—-1)=0

ab—a—-1)=0
bla—b—1)=0

Troviamo dunque le sue soluzioni risolvendo il sistema {

3) analogamente al punto precedente, con z = a + ib otteniamo
2> =V +a+1)+ib(4da—1) =0

2 =V +a+1)=0

e cl basta risolvere
b(da—1)=0



4) usiamo la formula di De Moivre (se z = |z|(cos(8) + isin(6)), allora

2" = |z|"(cos(nf) + isin(n@))) per scrivere
2% = |z|*(cos(30) + isin(36))
1 =1(cos(0) + isin(0))

Otteniamo che
2] =1

2
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Esercizio 12
Rappresentare in C i seguenti insiemi:

L A={zeC: =1}

2. B={z€C: [z—i-2|<|z+2|, |2| > 1}
Hint: come nell’esercizio 11, in entrambi i casi basta fare i calcoli scrivendo
z = a+1ib e risolvendo l’equazione/disequazione cosi ottenuta

Esercizio 14
Dimostrare la disuguaglianza tra medie (armonica, geometrica, aritmetica,

quadratica)
.772 + 2
J vxa y e R>0

2

r+y
T Y

Hint: prova la seconda e terza disuguaglianza elevando al quadrato i due
membri; per la prima disuguaglianza, usa quella tra media geometrica e

aritmetica con *, %
zy



