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Esercizio 14
Rappresentare sul piano complesso A, B, f(A), g(B), h(B), dove:

A={z€C: Re(z) €0,1], Im(z) € [0,1]}
B={z€C: |z] <2, arg(?) E]zw,w[}

fI(CH(CI f(Z>:Z+ZQ (Z(]EC)
g:C—C: g(z) =iz
h:C— C: h(z) =2?

Hint: [ rappresenta una traslazione, g una rotazione di 5 e per h(B) utiliz-
zare la formula del prodotto

Esercizio 15
Risolvere in C:

1. 25 +iz8=0

2. usando la formula del 2° grado, 22 — (3+1i)z+2=0

—2_2 2:_2
3. 47 T
wr—2z=0

1) da |28 = | — 23| = |2°| = |2%|, abbiamo |z| = 0 0 |2| = 1. Nel secondo
caso (il primo ¢ banale), possiamo moltiplicare per z* e ottenere

A2 =7 P = i) = i
Usando la formula della radice n-esima, per k =0,1,...,8
-2 4+ 27k -2 4+ 27k
2= | —1 (cos (QTW) + i sin (QTW))
2 2
:cos(—lﬂ—g—i-gﬂk) +isin(—17r—8+§7rk)



2) con la formula del secondo grado,

(B+i)£vV9+6i—1—-8 (3+14)+6i
2 B 2

212 =

Ora dobbiamo trovare il numero complesso w tale che w? = (a + ib)? = 6i
a?—b*=0 a="b
2ab =6 b=+V3

(3+i) + w _ (344) £ (V3+iV3)
2 2

risolvendo il sistema {

AHOI‘&, 212 =

W-w=w-w = w?. Sostituendo,

{w4—2w2+2=0 wly=14 JT-2=1+i

3) da z = w?, abbiamo che Z

—_—
2 =w? 2 = w?

Scrivendo w in forma trigonometrica, troviamo |w| = V2 e arg(w) = +Z+kr
con k € Z. Le soluzioni sono quindi:

wy = %(cos(g) - isin(%)) = V/2¢'F, 21=1—1
wy = \75(005(9%) + isin(%)) = V26T, n=1—1
w3 = W(cos(—%) + isin(—g)) = V/2e7'%, z3=1+1i
wy = %(cos(%r) + ism(%r)) = V2%, za=1+1



Esercizio 16
Determinare inf/sup (eventualmente min/max) delle seguenti funzioni:

1. f(z)=2*—2224+1in R
2. g(z) = 7 inR

3. h(z) = arccos(z) — arcsin(z) in [—1, 1]

1) f(z) = 2*—222+1 = (22—1)? > 0. Controlliamo che m = 0 = ming f:
e f(x) >0 VzxeR
e dxpeR: f(xg)=0 = (ro=1)o0 (z9g=-1)

supg f = +oo perché AM >0 : f(z) <M VzeR

2) aggiungendo e sottraendo (2% + 1 — x) al numeratore, otteniamo

T _:r2—1—1—1:—(:)32—2x—|—1)_1_ r (z—1)? R
241 x2+1 N x?+1 x?2+1 = x?+1
da questa disuguaglianza deduciamo che

x 1
= < - VxeR
()= Fy=35 Vo€

Inoltre, % = maxg ¢ perché per zy = 1 abbiamo g(zg) = %
Per trovare infg g ¢ sufficiente osservare che g(z) ¢ una funzione dispari.

AHOl"a lnf]R g — minR g = — maxp g — _%

3) sia arccos(x) sia — arcsin(x) sono funzioni decrescenti, e quindi lo &
anche la loro somma h(z). Allora,

T = ar009s(—1) = maXge[—1,1] arcc‘os(x) . 3 _ M1) = max he)
5 = arcsin(—1) = max,¢[_1,1) arcsin(z) 2 z€[-1,1]

0 = arCC?S(l) = m'inxe[_m] arcc'os(gc) T D)= min k)
—% = arcsin(l) = minge[ 1) arcsin(z) 2 z€[—1,1]



Esercizio 17 (non ancora fatto in classe)
Usando la definizione, dimostrare i seguenti limiti:

1. lim,_,sin(z) =0

2. lim, ,gcos(z) =1

x2—2x—3 ——

3. lim,_,_4 =1

1) dobbiamo dimostrare che Ve > 0 39, : Vo € R, |z| < d. = |sin(z)| < €
Siccome |sin(z)| < |z|, basta scegliere §. = e: infatti |sin(z)| < |z| <
e VxeR

2) dobbiamo dimostrare che Ve > 0 35, : Vx € R, |z| < §. = |cos(x) —
1] <e
Siccome |cos(x) — 1| =1 — cos(z) = 2(sin(§))2 € [0,2], abbiamo

—e<0<1—cos(z) < 2} Sin(§)|2 < 2<M>2 _ ElS

Se scegliamo d, = v/2¢, 0 <1 —cos(z) <% VrcR

2

3) dobbiamo dimostrare che Ve > 0 34, : Vo € R\ {-1}, |+ 1| <. =

z2—2z—3

z——H+4|<E

x?—2r —3
r—+1

E’ sufficiente allora scegliere 6. = €

2?4 2x+1
z+1

R

‘—|x—i-l|<5e

Esercizio 18 _
Dimostrare che lim,_, # =1

Per x € |0, Z[, abbiamo 0 < sin(z) < z < tan(z).
Dividendo per sin(x) (diverso da 0 nell’intervallo considerato!),
1

0<1I<
sin(x)  cos(zx)

4



Le funzioni che stiamo considerando sono tutte pari, percio la disuguaglianza

vale per x € ] — %,O[U}O,g[. Allora,

sin(z) T T
< <1l Vexe|—-—=,00U]|0,=
cos(z) . T ] 5 [ } 5 [
Per il teorema del confronto, lim,_, Smxﬂ =1

Esercizio 19
Calcolare i seguenti limiti:

tanm(m) [: 1]

=@ = 4]

2. hmxﬁo

Hint: riscrivere opportunamente la quantita da calcolare, usando il limite
notevole dell’esercizio 18 e la regola dei limite di un prodotto di funzioni



