1 12 dicembre

Esercizio
Data la funzione f(s) = %

1. studiare dominio, segno e derivate di f, disegnando un grafico qualita-
tivo di f

2. determinare il dominio di F(z) = [ f(s) ds
3. determinare il grafico di F
Hint:

1) dopo aver calcolato dominio, segno e limiti di f agli estremi del dominio,
studiare il segno di f' attraverso stime

{—65(82+35+1)+(25+1) ses>0

s2(s+1)2
e®(s2—s—1)+(2s+1)
s2(s+1)2

f'(x) =

ses <0

2) sex >0, F(z) = for f(s) ds ¢é un integrale proprio e, essendo la funzione
f continua e limitata in [0, x] per ogni x > 0, abbiamo che F(z) € R. Allora,
[0,400[C Dom(F). Analogamente, f(s) é continua e limitata in [a,0] per
ogni a €] — 1,0[ e quindi | — 1,0[C Dom/(F).

Infine, siccome f(s) ~ (1 — 1) pers — —1T e fofl — ds non converge,
possiamo concludere che Dom(F) =] — 1, 4+00]

1.1 Funzioni convesse

Esercizio (una caratterizzazione della convessita)
Dimostra che una funzione f: [a,b] — R ¢ convessa in [a,b] se e solo se
Yy, 29 € [a,b], VA € [0, 1] vale che

FQxy+ (1= Naa) < Af(21) + (1= A) f(2)
Hint:

=) scelto un x € [x1,xs], possiamo scrivere x = Axy + (1 — N)xg per un
qualche \ € [0, 1] e sostituirlo nella definizione di convessita di f facendo i
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calcoli.

. . _ xo—= To—T
<) scelto un x € [xy,xs), possiamo scrivere T = P+ T e porTe

To—T
To—x1

Esercizio
Provare che f(z) = z? ¢ strettamente convessa.

Esercizio
Provare che Va,b > 0, (a + b)P < 271 (aP + b?) per ogni p > 1.

Hint: consideriamo la funzione f(t) = t? (convessa per p > 1 et > 0/)

e ustamo la caraterizzazione precedente con v = a,y = b e A = % allora
(a_'f‘b)l’ < o + b
2 ) =2 T3

Esercizio
Dimostra che una funzione fR — R derivabile é convessa se e solo se

f(@) > fly)+ f'y) (@ —y) Yo,y € R.

Hint:
=) usando la caratterizzazione precedente, otteniamo

Poniamo g(A\) == f(Ax + (1 — N)y) (& derivabile); allora, se prendiamo il
limite per X — 0% nella disuguaglianza precedente, otteniamo f(x) — f(y) >

g(0) = f'(y)z—y).
<) scelto z € [x,y], possiamo scrivere z = Ax+(1—\)y per qualche X € [0, 1].
Allora abbiamo che

{f(:v) > f() 4 e -2) {Af(:v) M)+ F e - 2]
fly) = f2)+f(2)y—=2) 1=XNfly) =A=N[f(2)+ [(2)y—2)]

Sommando membro a membro, otteniamo la convessita di f.
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1.2 Alcune importanti disuguaglianze

1. (disuguaglianza di Young)

dati p,q €]1, +o0[ tali che }lo + é =1, alloraa-b < %p + % Ya,b >0
2. (disuguaglianza di Holder)
dati p,q €]1, 40| tali che ]lp + é =1, allora Y(ay,...,a,), (by...,b,) €

R™ con a;, b; > 0 vale che
n n 1 n 1
Sans(Ya) (L)
i=1 i=1 i=1

3. (disuguaglianza di Cauchy-Schwartz)
Y(ay,...,a,),(b1...,b,) € R" con a;,b; > 0, vale che

n nNE L N
S b < (Zag) (Zbg)
=1 =1 =1

4. (disuguaglianza di Jensen)
data una funzione f: R — R convessa (risp. concava), di classe
C'(R,R) e una funzione g Riemann-integrabile su [a, ], vale che

f( ]fbgu) dx) < f(fog)(x) de  (risp. >)

5. (disuguaglianza di Young generalizzata)
datipy, ..., pn €)1, 400[ tali che ;%1+' . -+pin = 1,valeche¥(ay,...,a,) €

R™ con a; > 0
[[a<
i=1 i1 P

Hint:
per 1), utilizzare la caratterizzazione della concavita per la funzione In(t);
per 2), wtilizzare la disuguaglianza di Young con x; = (“—’%l ey =
:L 1% P
b;

]()ze:;’ 2 )L)utzlizzare la camtterizzazione della convessita per funziont derivabili
rispetto a g(x f g(t

per 5), utzlzzzare la dzsuguaglianza di Jensen per la funzione f(t) =1In(t) e g
opportuna funzione costante a tratti



