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Esercizio 1.1. Risolvere le seguenti equazioni/sistemi di equazioni in C:
(a) 2844z =0
() 22—~ B+4)2+2=0

© 22— 2uw?+2=0
W2 —2z=0

Soluzione (a) 2 +iz* =0 & 0= = |25] = | — 423

passo ai moduli
Siccome il modulo distribuisce sul prodotto e | — 4| =1 si ha

20 =1z & [P -1)=0
[z]=0 o |z|=1

e Caso |z|=0,sihaz=0
e Caso |z| =1, si ha
Bh=—i2 e PO= —iW & 2=V
Da cui, per la formula di De Moivre
i %ﬂ+%k5ﬂ)

Zk,ze(

(b) In questo caso basta applicare la risolvente di secondo grado:

o B3Fit VB4 -8 34i£VI-T+6i-8_ 3+i£V6i _3+i+V6Vi
b 2 B 2 B 2 - 2

i\/éxfi:i\/é{j:(\[—k\[) }zi(\/ﬁ-ﬂ/ﬁi)

N.B.: uno dei due + ¢ ridondante

3+v3 1+V3.
5 T !

21,2 =

(c) 1l sistema puo essere risolto in due modi: ponendo z = a + ib e w = ¢ + id, oppure osservando le
equazioni e provando a sostituire in modo “furbo”.
Noto che nella prima equazione & presente w?, mentre nella seconda ¢ presente w>. Passo quindi al
coniugato nella II e isolo w?.

w>=z w?=7%

{z2—2w2+2:0 {22—22+2=O
=

*Trascrizione a cura di Davide Borra
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Risolvo ora la I per Z:
Z=—1+vV1-2=—-141

Da cui z = —1 F 4 Ora ricavo w in entrambi i casi:

z=1—1 z=1+41
2 = U 2 _ ad
=7Z we =7

z=1—1 U zZ=1+1 -
w=Vz w=1z
w =\ \/ie*i% = \‘l/iei(kﬂ'_g) U w=1Y \/5@7'% = wei(g"'kﬂ')

g

Esercizio 1.2. Calcolare inf, sup, min, max delle seguenti funzioni:

(a) f(z)=a*—222 +1 D=R

x
(b) g(z) = 1+a2 D=R
(¢) h(x) = arccosx — arcsenz D =[-1,1]

Soluzione (a) f(z) =a* — 227 +1 = (2® — 1)?

Siccome & una potenza pari di un polinomio, f(z) > 0 Va € R, da cui i%ff > 0. Inoltre f(£1) =0,
quindi si ha
in f min f=0

Ora dimostriamo che sup f = 400, ovvero che VM > 03z € R : f(z) > M. Fissiamo M > 0 e
R
cerchiamo z € R tale che (z? — 1)? > M. Consideriamo = > 1.
P2>VM4+1 & z>\VVM+1

Di conseguenza sup f = +o00 e ﬂmﬂgxf
R

T
Osservazione.
g(x) >0 sex>0
g() <0 sex<0
—x x (2)
= = — = — xX
14 (—x)? 1+ a2 g
La funzione & dispari, quindi e simmetrica rispetto all’origine degli assi. Di conseguenza sup f =
R
= —1 f = — ] f
sup f inf f inf f

RZO

g(—z)

Come i troviamo (senza derivate)?

1 1
Sappianmo che g(1) = 3 dobbiamo provare che g(z) < 3 Vo € R.

r rztl+l-z—aP-1+z 2®+1-z—a*4+20-1 22+1 x (x—1)*
241 x?+1 B 2 +1 241 2241 r2+1
_1 x (x —1)2 x
B x2?2+1 2241 — x2+1
————
>0
x x
z2+1 2?41
2~ <1
z2+1
T 1
< —
x2+17 2
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=+ arccos x

Y = arcsenx

G ] 2 3
Yy = —arcsenx
—9 |
_31
Figura 1

(¢) Rappresentiamo la funzione h(x) = arccosz — arcsenx (Figura 1)
Osserviamo che sia arccos z che — arcsen  hanno minimo in = 1, quindi

inf h = min h = h(1) = arccos1 — arcsenl =0 — LA
D D 2 2

. T
Infatti arccos  — arcsenz > —.
——— N—— 2
>0 >3
N———
Z_

(M)

3
Analogamente si dimostra che sup h = mgxh =357
D

DEF (Limite finito). Sia f: D — R una funzione e x € R un punto di accumulazione per D, allora

lim f(z)=1 & Ve>0 36>0:|f(z)—1]<e Vz€lwg— 0 x0+9|

T—To
Esercizio 1.3. Dimostrare i seguenti limiti
(a) lim senz =0
z—0

(b) lim cosz =0
z—0

(0) i x2—2:v—3_
=S RS

(d) lim sen
z—0 T

—4

i. lim ——
x—0 X
1—cosx

ii. lim 5

x—0 x€X
Soluzione  (a) lim senz =0 & Ve>0 35>0: |senz| <e Vz €]—4,4[.
r—r
Ricordiamo che per le proprieta del seno, Vo € R,|senz| < |z|. Fisso € e pongo § = ¢. Siccome
|senz| < |z, allora
2] <d = |senz|<|z|<d=¢

(b) lim cosz =0
z—0

Ve>030>0:|cosz—1| >e Ve e]lddf
2 1
cosz —1|=1—cosz =1—cos (2%) = 1—cos2%+ seHQg :2sen2§ < 2’%‘ = §|x|2

1
|cosx — 1] < §|zzc|2
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Voglio avere |cosz — 1| < &, quindi pongo § = v 2¢, allora

1 1 2
|cosz — 1] = |1:|2 §|5|2 \/26 =¢

2
2
4 —2x—3
lim ———— =—-4
© Jm, =5
Osservazione. la funzione non é definita in x = —1, ma la definizione di limite non considera il

valore della funzione in quel punto, quindi posso scomporre il denominatore e semplificare:

22 =22 -3=(r—3)(z+1)

2 _ 9. _ _
hmw:hm M:limm—3:—4
z——1 x+1 z——1 +T z——1

Ve>030>0:|x—3+4|<eVrxe]|-1-6—-1+d,x# -1

|t —1]<e pongod=c¢ Jz—1]<¢

. senx
(d) lim
z—0 T
Ricordando che |senz| < |z| Vx € R. Consideriamo z > 0:
senx _ x
<%
x x
Consideriamo = < 0:
senx  —senx
— <1
x —x
senx
= Vz € R, <1

Considero ora il seguente grafico, in cui PB = senz, PA = x, TA = tgz per definizioni di seno,
radiante e tangente.

Figura 2

Considero = € }O, g [ (la dimostrazione si ripete analogamente per x € }—g, 0 [) Si ha

0<senz<z< tgz
)se,%rzf< x < tgx

< < = cosz
_SenT sen x sen x
Passo ai reciproci
sen
cost < <1
lim cosz =1
. . senx
z—=0 per il teorema del confronto lim =1
Iiml=1 z—0 I
z—0
. tgx sen x 1
i. lim —— = lim . =1
z—0 X z—=0 X COS T
w 2z T 2 x 2
.. .. 1—cosx . 1*605(5) 2sen=3 . sen 3 .1 (seng 1
ii. lim = lim = lim ———= = lim 2 — = lim - — = -
x—0 1[;2 z—0 x x—0 1’2 z—0 3 z—0 2 3 2



