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Esercizio 8.1. Calcolare i seguenti limiti con il teorema di de ’'Hopital:

( 1 cosPx —1
a

a0+ log(1 + 2x) cosh(a?)
(b) Tim log(log(z + 1))

z—0+ log x

Soluzione

(a) Verifichiamo le ipotesi:

e f(x)=cos’zr—1 — 0

z—0t
e g(x) = log(1 + 2x) cosh(z®) — 0
* g'(x)

z—0t

=133 coshz® + 322 sinh 23 log(1 + 2z). Siccome g(0) = 2, per il teorema della perma-
x
nenza del segno 3b € R+ : Vz €]0,b[,¢'(x) > 0

E quindi possibile applicare il teorema di de 'Hopital

lim cos’x — 1 = {9} = lim
2—0+ log(1 + 2x) cosh(z3) L0 H 250+

—3senxcos? z
3

125 cosh @3 + 3x2sinh 23 log(1 + 2x)

(b) Verifichiamo le ipotesi:

o f(z) =log(log(z+1)) — 0

z—0t
=1

e g(z) =logx fava 0

1
e ¢'(x) # 0 in un intorno destro di 0, infatti ¢'(z) = - #0 Vo e Ry

1 1
i 08Uos(z+1)) _ {f] i L ToeGFD o 1 @
2—0+ log x ool a0t 1 a—0+t x+1 log(l+ x)
——
—1
Esercizio 8.2. Calcolare il polinomio di Taylor con resto di Peano di

(a) logx di ordine 3 in xg = 2

(b) sen(tgx) + log(1l + arctgz) di ordine 3 in zp =0
Soluzione

(a) Abbiamo due modi: il primo applicando la formula di Taylor mentre il secondo cercando di ricondurci
agli sviluppi noti.
Modo 1:

@ =2 @ =-5 [P =t

x 3
*Trascrizione a cura di Davide Borra
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log e =102+ 3 (¢~ 2) = 151 (& ~ 27+ 51 (&~ 2+ ol(z ~ 2)°) =
ogz =log2+ 5 (x T T a® o((x =
_ 1 1 5 1 3y
—log(2)+2(x 2) 8(;10 2)° + 24(x 2)? +o((x —2)*) =
11 3 3, 1 s
10g2—E+7 —g® +ﬂx+ o((z —2)7)
Modo 2:
ot
fl@)=log(l+t)=t— =+ — +o(t?)

2 3

Devo riuscire a ricondurmici:

log(x) = log(g 2) = log2 + 1ogf log2 + log (1 + (5 - 1))

1/x 2 1/x 3 x 3
e =t (5 1)+ G+ LG o (G
ogr = log2+ 5 + - 5 \2 + 332 +o0 3
(b) Poniamo t = tgz e y = arctg(x). In un intorno di 0, sia tgx che arctg x tendono a 0, quindi anche ¢
e y. Utilizzando gli sviluppi fondamentali

Da cui

£ 3 vy 3
sent + log(1 +y) = t—g—ko(t) + y—?—kg—ko(y)
Adesso sviluppiamo anche ¢ e y:
3 z° -
t:tgx:er?Jro(a:S) y:arctgx:xfEJro(x&)

Di conseguenza

sen(tgx) + log(1 + arctgx) =

3

(er:% ))* (w—f—g;}&—o(w3))3+0(($+x33+0(x3))3) +

NS O e

3
1
=2z + % - §x2 + o(2®)

Esercizio 8.3. Calcolare i seguenti limiti utilizzando gli sviluppi di Taylor:

2
et —cosx — %xz

(2) :113%) x?

* —1—log(1l—
(b) lim ¢ og(l — 2)
z—0 tgr —x

. x—sen?\/xr —sen?z
(¢) lim
x—0 ;C2

Soluzione
2
. e¥ —cosz — 327
(a) lim I
x—0 xX

2 3 4

z fL‘
_1+x+?+§+ o(z®) = € =142 +§+0( )
R
cosx=1-— ?—i—ﬂ—l—o(x‘l)
Per eliminare la forma indeterminata espando fino al quarto ordine:

4 .2 4
) eIQ—cosm—%xz Ly (1+$2+%+0($4))—<1—%+§j+0($4)>—%$2
xli}’%) ;C4 B :vl—r)% .’£4
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(b) lim e® —1—1log(l—x)
z—0 tg{E — T

e””zl—i—x—ﬁ—%—}-o(ﬁ)
2

log(1+ (—z)) = —z + % + o(z?)
3

tgr =x+ % + o(z®) Sostituisco gli sviluppi
(I+z+o(x)—1—(—z+o0(x))) . 2z +o(x)

. e —1—log(l—x) )
lim = lim 3 = lim —— =4
z—0 tgr —x z—0 (x + + o(z3)) — 20 23 + o(23)

T — sen2 Tr — sen2 xT

(c) lim

z—0 2
Proviamo a sviluppare al primo ordine: senz =z + o(z) = seny/x = \/z + o(\/x)

1= (VE+o(VD)? - (@+o@) . o) _,

li =
zlir%) z2 z—0 22
3 /73
Il primo ordine non e sufficiente: senx = = — % +o(z) = senyx =+ r— 3—? + o(x%)
e 2 3 2
. w—sen? /T —sen’x x—(\f—‘/if—ko(a:%)) —(3«"_%1“‘0(5'3))
lim 5 = lim 5 =
z—0 x z—0 x
_ x—(x—l—%—”é:—i—o(x?'))—(w2—%+%+0(x6))
= lim 3 =
z—0 xT
o(z?)
3
2 T

 F @t tol@)

= lim = ——

x—0 x2 3

.. . 1 1
Esercizio 8.4. Dimostrare che sen — > —— Vn € Ny
n n+1

Soluzione  Sviluppiamo con il polinomio di Taylor con resto di Lagrange

3 (4)
sena::av—g%—l—w:ﬂ1 (con c € {O,E} )
1 1 1 %MQ@)>1 1
n- — - — o
T n T 6nd n*4! T n  6nd
>0

Basta quindi dimostrare che

1 1 1

> —— & 6mP-n—-1>0 & na=
n 6n3 n+1 1,2

1 1
n €N

QED
Esercizio 8.5. Calcolare v/e con 4 cifre decimali di precisione.

Soluzione  Sappiamo che
o n l’k N e
- E !
— k! (n+1)!

n+1

T

dove €€ ¢ la derivata n + 1-esima di e” calcolata in = ¢. In particolare

n

i 1 e "
ved =3 ot o (3) W

k=0
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Adesso dobbiamo stabilire per quale valore di n l’errore non influenza le prime 4 cifre del risultato.

1 )
Osserviamo che e < 3 e ¢ < 3 quindi e¢ < v/3 < 2:

e 2 1 1

D2 S (mrl) 29+ 1) 108

10°<(n+1)2" = n>6
Sostituendo ora n nella (1) si ricava il valore cercato

+o0o n
. . . . 2+« . .
Esercizio 8.6. Determinare per quali o € R la serie E (17) converge e determinarne il valore.
-«
=0
. . . . . . . 2+ o n s
Soluzione  Osserviamo che si tratta di una serie geometrica di ragione ¢ := T . Quindi E q" e
-«
n

e convergente se |¢| <1
e divergente se ¢ > 1

e indeterminata se ¢ < —1

. C e qe e @ . . N
Si tratta quindi di risolvere ‘ < 1 e si ottiene che la serie ¢

e convergente se a < 5

1
e divergente se —5 <a<l1
e indeterminata se o > 1

Inoltre se la serie converge

Esercizio 8.7. Calcolare
+oo n
* D
|
— (n+1)!
$ 1

“n(n+1)(n+2)

n=

Soluzione

e Cerchiamo di riscrivere la serie per ricondurci a qualcosa di noto

n ntl-1 o+t 1 1 1

T MF )T 4 l= (atnl (D! (1)

n=1 n=1

Si nota quindi che si tratta di una serie telescopica, per cui si ha che

N

1 1 1
SN:Z(E‘ (n+1)!> =

n=1

Da cui

7!:1

n
— =1 1
nz:: (n+ 1) Nodee (N11)
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e Cerchiamo di riscrivere la serie per ricondurci a qualcosa di noto

1 A N B (n+2)A+nB
a’I’L:: = =
nn+1)(n+2) nn+l) RH4+1D)n+2) nn+1)(n+2)
A+B=0 -1
A=l < ‘1
2 =75

Di conseguenza riscrivo la serie e mi accorgo che si tratta di una serie telescopica:

+oo 1 +oo 1 1 . 1
;n(nﬂ)(nm) :;(Qn(n—&-l) - 2(n+1)(n+1)) 1 Dty 4



