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Esercizio 20
Usando la definizione, dimostrare i seguenti limiti:

1. lim, o sin(z) =0

2. lim, ,gcos(z) =1

x2—2x—3 __
z+1 =—4

3. limxﬁ,l

1) dobbiamo dimostrare che Ve > 0 39, : Vo € R, |z| < d = |sin(z)| < €
Siccome |sin(z)| < |z|, basta scegliere §. = e: infatti |sin(z)| < |z| <
e VzeR

2) dobbiamo dimostrare che Ve > 0 34, : Vz € R, |z| < 0 = | cos(z) —
1] < e
Siccome |cos(x) — 1| =1 — cos(z) = 2(Sin(§))2 € [0, 2], abbiamo

2 2
—e<0<1—cos(z) < 2} sin(%)‘2 < 2(@) _ %

Se scegliamo 6, = v2¢, 0 <1 —cos(z) <% VzeR

3) dobbiamo dimostrare che Ve > 0 35, : Vo € R\ {—1}, [z +1| <. =
22223 4 | < e
2 —2r—3

= 1| < 6.
z+1 o 411

z+1

v =

x2+2x+1‘

E’ sufficiente allora scegliere 6. = €



Esercizio 21
Calcola

1. lim, ., a per ogni a > 0

3. lim, 4o VNP, con f € R (extra, non fatto in classe)

1) analizziamo separatamente i tre casi @ = 1 (banale), a > 1e0 < a < 1.
Quando a > 1, notiamo che {/a = 1+k,, ed applichiamo la disuguaglianza di
Bernoulli e il teorema del confronto. Quando 0 < a < 1, consideriamo é > 1
e ripetiamo i passaggi del caso precedente

2) poniamo b, = v/ /n. Per n > 1 anche b, > 1 e dunque esiste un k,
tale che b, = 1+ k,,. Dopo aver applicato la disuguaglianza di Bernoulli a
by, si deduce dal teorema del confronto che k, — 0

3) dal punto precedente abbiamo il caso § = 1. Per concludere I'esercizio,
considerare in successione i casi § € N, § € Z.ge f € R (ie., |f] <5<

6] +1)

Esercizio 22 (gerarchia degli infiniti)
Calcola

n!
nn

1. limy, oo
. n
2. limy, 400 %7 con a > 0

3. limy o™ cona€Rea>1

4. limn_>+oo(k’g:l#conﬁeﬂ%,a>()eb>l

e verifica che (log,(n))? << n® << a™ << n! << n™ per n — 400

N . | 1 n— _
€ sullciente notare cne —| = ————... = < = —
1 ffi t t h nn nn—1n—2 1<1n 11 0
n nn n n n



2) se 0 < a < 1, dal teorema del confronto si deduce immediatamente che
il limite ¢ 0.
Nel caso a > 1, notiamo che # — 0 e quindi esiste un m € N tale che £ < %
per ogni n > m. Allora abbiamo

a®  a a a a< N\"""am
nl nn—1""m 1 \2 m)!

a™
m!

m € un numero fissato, dunque
. n
confronto, abbiamo che %5 — 0

é una costante e, per il teorema del

3) il caso B < 0 é banale.
1
Consideriamo 3 € Ns;. Allora, posto b = a? > 1 abbiamo

n? n\”

22
Applicando la disuguagianza di Bernoulli a v/b = 1 + k,, troviamo che <
# e possiamo concludere col teorema del confronto.

Infine, se 5 € Ry, basta osservare che || < 5 < |8]+1 e usare nuovamente
il teorema del confronto

4) se poniamo a,, = log, n, possiamo scrivere

Siccome la successione (a,,), tende a +00, possiamo usare il risultato del pun-
to precedente e il teorema del limite delle funzioni composte per concludere
che (og(m)?”

nCl

Esercizio 23
Calcola i seguenti limiti:

1. lim, , St [— 1]

2. lim, oo 22T SL 2]

225 +7
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