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Esercizio 10.1. Sia f : [a,b] — R Riemann integrabile e g : [a,b] — R limitata tali che
f(@) =g(x) Vo e la,b]\{zo}
b b
Dimostrare che g ¢ Riemann integrabile e che / flx)dx = / g(z)dz.

Soluzione
Ricorda (linearita dell'integrale) p, ¢ € R([a,b]) e o, 8 € R
b b b
/ (agp—i—Bw)dx:a/ godx—i—ﬂ/ Ydx

Dimostrazione. Non & restrittivo supporre f(xo) > g(zo). Definiamo
0 se x # xg
{f(a:o) —g(xo) sex=uxg
e dimostriamo che h € Riemann integrabile. Equivalentemente dimostriamo che
Ve >0 3D :S(D,h) —s(D,h) <¢

Fissiamo ¢ e definiamo

Da:{a,iﬁo— ‘ ,To + < 7b}
X 0)

Si ottiene che

$(Deyh) =0
infatti I'inf di A su qualsiasi intervallo ¢ 0. Si ha inoltre che
S(De,h) = (x1—a sup + (z2 — x1)h(zo) + (b — 22 sup = (1 — m2)(h(zp)) =
a,r1 z2,b
€ € € €
P Ty 0 4h(9c0)} (o) = hzo)gpry =3 <¢

h € quindi Riemann integrabile, di conseguenza per linearita ¢ = f — h € Riemann integrabile. Rimane

b b b
ora da dimostrare che / flx)dx = / g(z)dz. Dimostriamo equivalentemente che h(z)dx

a

= 0.

Osserviamo che le somme inferiori sono sempre 0, mentre le somme superiori risultano limitate dall’alto

€
da ok quindi facendo tendere ¢ a 0 si ottiene che

0=s(D) < /bh(x)da: < g

= /abh(ac)dac =0

*Trascrizione a cura di Davide Borra

QED
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b
Esercizio 10.2. Sia f : [a,b] — R continua. Dimostrare che se f(z) > 0 V& € [a,b] e / f(z)dz = 0, allora
f(z) = 0 ovunque. ‘

Soluzione

Dimostrazione. Si procede per assurdo: supponiamo che Jzg € [a,b] : f(xg) # 0. In particolare f(xg) > 0
per ipotesi. Per il teorema della permanenza del segno

30 >0:[zg— 6,20+ 9] C [a,b] A f(z) >0 Vz € [rg— 0,20 + 9]

. Per lo spezzamento si ha

/abf(m)d:c:/;0_6f(:r)dx+/;0+6f(x)dx+/b f(x)dw>/wo+6f(x)dx

0—0 xo+9 xo—0

Perche gli altri due integrali sono non negativi per ipotesi.

xo+0
z)dr =sups(D, f) > 25  inf =20 inf >0
/ato—5 f( ) P ( f) [xo—6,20+5] / [zo—6,20+0) f

Poiché inf . f= min f > 0, ottengo una contraddizione. QED
[#0—0,2040] [x0—d,20+40]

Esercizio 10.3. Scrivere i primi due termini dello sviluppo di Taylor centrato in g = 0 della funzione

g(z) = / e dt
x3

lim @

z—0t T

E determinare per quali « reali

=0

Soluzione  Definiamo

flx) = /Ox et

Da cui

-3

0 R —a? 5 @® 2 —a? 2
g(z) :/ et dt+/ e tdt = —/ et dt+/ e "dt = f(—a?) - f(2°)
. 0 0 0

Di conseguenza per il teorema fondamentale del calcolo integrale
g (@) = f'(—2)(~2z) — f'(z°)(32%) = —2z¢™™" — 322"
= ¢'(0)=0
g’ (x) = —2¢" 4 8zte™™ — 6z + 1827
= ¢"(z) = =2
Inoltre

0
g(0) = / e dt =0
0

Di conseguenza si ha

1
0
o) = 9(0) + 9O + L1002 1 0(0%) = 22 1 o(0?) (20
Quindi
2 2 xz( 1+O(§)> 2
li g()—l x+0(x):hm = lim x2*a<—1+ (x)):() &S a<?2
z—0+t x¢ z—0t1 ¥ z—0t1 T z—0t 2

Esercizio 10.4. Sia
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(a) trovare i punti critici di g(x);

(b) calcolare

Soluzione

(a) Sia f(z) = / cos(2t)dt == g(z) = f(2?). Di conseguenza ¢'(z) = 2z f'(z) = 2vcos(22?). = &
punto criticoo<:>
lle x=0Vcos(22%) =0
kr (ke€Z)

= =0V 2% = g 4
& sz\/x::I:\/m (ke N)
4 2
(b)
lim 90 =7 m B, 9@ 20 o 2wcos(2e?) ~2¢ . ocos(2e?) —14 2
z—0t 20 0l a0t 625 0+ 6® z—0+ 4t 3 3

Esercizio 10.5. Studiare qualitativamente

F(z) = /f cos(2t)dt

™

4

Soluzione Cominciamo rappresentando cos 2z Prima di tutto osserviamo che la funzione integrale ha

ary /5

. ™ . T T, . . N
una radice in x = 1 Inoltre, spostandosi verso destra, tra 1 e 5 I’area & negativa e sempre pit grande.
Di conseguenza la funzione integrale sara decrescente e concava. Tra 5e7" Parea sara negativa (funzione
integrale decrescente) e sempre pit piccola (convessa). Analogamente negli altri intervalli. Siamo cosl in
grado di disegnare F'(z) in {Z, iw} Siccome la funzione & periodica siamo quindi in grado di disegnare

F' su tutto R.
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Esercizio 10.6. Calcolare i seguenti integrali indefiniti

3—4x 1

a) /7dx b) /7 c) /\B/Qx—i—ldat
1+ a2 zy/1 — log® z

d) /6xsen(—3x2 —2)dz e) /3xe£2da:

Soluzione

3—4x 1 T 2z
a) /1+x2dx 3/1+I2da? /1+I2d$ 3arctgx /1+I2dx

= 3arctgx — 2/log/(1 + 2%)2zdr = 3arctgz — 2/(log(1 + 2%))dx = 3arctgx — 2log(1 + 22) + ¢

1 1
b) / _ = / — arcsen’ (log(z))dz = /(arcsen(log r))'dz = arcsenlogz + ¢
/1 —log’ z z

. 1 . 1
c) /3/2x+1d:¢: 5/2(2:c+1)§d:g: 5(2x+1)% 34+4c=

wl| oo

v (2z+1)*+c
d) /Gx sen(—3z? — 2)dx = /(—Gx)(— sen(—3z2 — 2)dx = cos(—32? —2) + ¢

e) /31’6w2d1' = ;/2x6w2dx = 2612 +c
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Primitive elementari

Funzione Primitiva
ZCa (Ck # _1) Lx(xﬁ-l
a—+1
1
; log |x‘
e’ e’
xr
a® (a>0Aa#1) =
loga
sen x —CoST
Ccos T sen x
senh x cosh x
cosh x senh x
1
cos? x tge
1
T2 arctg x
1
= ~ arcsen T
v T
1
_ arccos &

V14?2




