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Esercizi paradigma 5: “Limiti ‘senza limite’... e continuita”
(10 - 14 ottobre 2022)

5.1) Dite se i seguenti insiemi sono limitati inferiormente/superiormente, limitati. In caso affermativo,
determinate l'estremo superiore e l’estremo inferiore (motivando la risposta). Dite se sono massimo
e/o minimo, rispettivamente.

1 1
i) A={x, =cos(m+ =), n € N>1}; ii) B={x, =cos(m — =), n € N>1};
n = n =
iii) C' = {x,, = sin( —1—3) n € N>} iv) D ={x —arccos(l_n) n € N}
= n — Q n ) >1f5> v - n — 2+ n ) .
Soluzione

5.2) Calcolate i seguenti limiti di successioni:

1 4 -4
a) lim (14 —)2"; b) lim (n—|— )i c) lim (n )" d) lim V/n+n?;

n—-4o0o 4n n—+oco 1 — 2 n—+oo n — 2 n—+o0o
. . —s ) log(n* + cosn)
n _ n., n 2.
) nll)I-&l:loo( V2-1 ) nll)r-&r-loo nlogn®; g) ngr—ir-loo log(n® + arctann) ’
1 2m) — arcsin £ arctan(—2-
h) lim 085 (n +2") —n ; i) lim n : lim 7("_1) .
n—-+oo logy(3n + 27) — n n—+oo log(n + 2) — logn notoo fg o 1_3
Soluzione

5.3) Calcolate i seguenti limiti (confronti di velocita di crescita...):

. arctan 22 + sin z cos & . 2%+ e2* . log(2? — x) + 3% — 2°
a) lim 5 ; b) lim ————; «¢) lim arctan( )
z—400 ers—2z z—+oo 13 + log x z—+00 2¢-1 492
5 , .
. 2 1 . x° \zita . sin 3z + 3z .
d) wgrfm(x +5x)7 e) zli%h (1‘ n 5) ; f) a:EIJPoo Sretendr — o2 - Soluzione

5.4) Calcolate i seguenti limiti (usando i limiti notevoli...):

1 1-— i t i log(1
a) lim sinxlog(f); b) lim ﬂ; ¢) lim w; d) lim an(sin z) + log( —|—x);
z—0+ x 2—0- log(=%5) z—1 z—1 0 x
. 1—cosa? . z+1 3x+4 . L s . z2 2z
e) QI:IE%W’ f) gﬂgffoo(m) ; g) wgfjloo(l + ﬁ) ; h) $£ffoc(5 —57);
.\ 1. sin(log(1 4 3x)) . r—5 . . et —e " .
DI T a0 VR Wy T Potudone

5.5) Studiate, al variare del parametro o € R i seguenti limiti:

N 22 +2r—a o . log(142%)
D [ ale -0l i) Tim e
log(1 @ 1 2" +1
iii) lim n%sin —; iv) lim log(1 +n%) ; v) lim log,(2" +1) .|Soluzione|Soluzione
n—+o00 2n n—-+o0 logn n—+o00 ne

5.6) i) Determinate, al variare di @ € R, i seguenti limiti:

a) ngrfw(arctann )log(n + €"); b) "ll)r_sr_loo n aresin 5= —.

).

ii) Calcolate, al variare di & € R, @ > 0, il limite lim 3n3 log(1 + o "
n—-+00 n° 4+ an®

SoluzionellSoluzione
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5.7)

5.8)

5.9)

5.10)

5.11)

5.12)

5.13)

5.14)

Provate che

1 1 1
a lim —+ + 4 :1;
)”H+°°(\/n2+1 Vn? +2 \/n2—|—n)

1 1 1
b lim (——+ ——++ + ——) =2.
) nHJrOO(\/n? vn?+1 \/n2+2n)
Soluzione
Calcolate il limite delle successioni (ay,), € (by)n, 1 cui termini sono
142+---4+n n 1—-243—-4---—2n
a)a, = ————#6©/— — — b) b, = .
Soluzione
. 1 .
Provate che lim cos — non esiste.
z—0t x
Soluzione
Sia (an)n una successione a valori reali positivi. Quali delle seguenti condizioni sono sufficienti per
concludere che il limite lim a, esiste?
n—-+oo
. . .oan 1 . n :
a) apt2 < Gy, per ogni n € Nxq; b) ngr—ir-loo =5 c) ngrfoo( 1)"a,, esiste.
Soluzione
Sia (ay ), una successione a valori reali e I € R. Provate che se lim a, =1, allora lim |a,|=[l].
n——+o00 n—+oo
Vale anche I'implicazione inversa?
Soluzione
(Criterio del rapporto per successioni) Sia (a,), una successione a valori reali positivi.
a
i)Se lim —tL =<1 allora lim a, =0
n—+0o Gy n——+o0o
.. . an+1 .
ii) Se lim =1[0>1, allora lim a, = +o00.
n—-+oo an, n—-+oo
nl2m nl3m
Calcolate i seguenti limiti: lim e lim
n—+oo NN n—+oo NN
Soluzione
Sia (an)n la successione definita per ricorrenza da
apg = 2
1 1 .
Gp+1 = —an + — perognin € N.
2 an

i) Provate, usando il principio di induzione, che a,, > v/2 per ogni n € N.
ii) Provate che (ay,), € strettamente decrescente.

iii) Provate che (ay), ammette limite (usate il teorema di esistenza del limite per funzioni monotone)
e determinatelo.

Soluzione
Determinate « € R e 8 > 0, tali che le funzioni f : R = R e g: [—1,1] — R definite da
B
sin(zx) +ze® sex <1 log(1 +2%) sex >0
f(z) = 2 1 g(x) = sin 2x
arctan(——=7) sex >1 cosa sex <0

risultino continue in x = 1 e in = 0, rispettivamente. Soluzione
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